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主要内容：

3.4 空间直线

点向式方程

参数式方程

一般式方程

直线与直线的位置关系

直线与平面的位置关系
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空间直线

一、点向式方程

如果一非零向量�平行于一条已知直线L，向量�称为直线L
的方向向量．

方向向量的定义：

),,,(),,,( 0000 zyxMzyxM

sMMLM //, 0





),,,( pnms 

x
y

z

o

s L

0M
M

),,( 0000 zzyyxxMM 

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p
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n
yy

m
xx 000 







直线的点向式方程

直线的一组方向数

方向向量的方向余弦称为直线的方向余弦.

空间直线
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例1  求过空间两点A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2)的直线方程.

解    s = AB = (x2 - x1, y2 - y1, z2 - z1), 

.:
12

1

12

1

12

1

zz
zz

yy
yy

xx
xxl












例2 .1
0

2
2

3: 



 zyxl

说明： ),1,0,2()1( s

,02)2( y 即：l 在平面 y =2上.

空间直线
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例3 一直线过点�(2, − 3,4)且和�轴垂直相交，求其方程。

解  因为直线和�轴垂直相交

所以交点为�(0, − 3,0)
）（取 4,0,2



BAs

所求直线方程： .
4

4
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3
2

2 





 zyx

空间直线
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二、参数式方程

设直线 l 的方程

t
p

zz
n

yy
m

xx








 000

则













ptzz
ntyy
mtxx

0

0

0

上式称为直线l 的参数方程，t 称为参数，不同的t 对应于直
线l 上不同的点.

参数式方程
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的方程。，求

，，的方向角为的方向向量，是过设

l

slsMl

3
2

43
),4,4,3(





例
4

解：  )
2
1,

2
2,

2
1()cos,cos,(cos 



se

)1,2,1( 


s取













tzz
tyy

txx
l

0

0

0

2:

参数式方程
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例5 求过点�(2,1,3)且与直线
�+13 = �−12 = �−1垂直相交的直线  

     方程。

解 先作一过点M且与已知直线垂直的平面   
0)3()1(2)2(3  zyx

再求已知直线与该平面的交点N,

tzyx









12

1
3

1 .12
13













tz
ty
tx

参数式方程
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代入平面方程得� = ��，交点�( �� , ��� , − �� )
取所求直线的方向向量为��

),
7
24,

7
6,

7
12()3

7
3,1

7
13,2

7
2( 



MN

所求直线方程为

.
4

3
1
1

2
2 






 zyx

参数式方程
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三、一般式方程

空间直线可看成两平面的交线．

0: 11111  DzCyBxA

0: 22222  DzCyBxA








0
0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

空间直线的一般式方程

1

2

x
y

z

Lo

一般式方程
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例6    用点向式方程及参数方程表示直线








0432
01

zyx
zyx

解一 在直线上任取一点�0(�0, �0, �0)
,

063
02

1
00

00
0









zy

zy
x取

2,0 00  zy解得

),2,0,1(0 点的坐标为M

一般式方程
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因所求直线与两平面的法向量都垂直

),3,1,4(21  nns 
取

点向式方程

,
3
2

1
0

4
1









 zyx

参数方程













tz
ty

tx

32

41

一般式方程
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解二  由解法一已得直线上点M0 的坐标(1,0,-2),

取 x1 =0, 则








043
01

11

11

zy
zy

,
4
5,

4
1

11  zy解得 )
4
5,

4
1,0(1 的坐标得点M

),
4
3,

4
1,1(10 



MM

取直线的方向向量为 �=(4,-1,-3),

得直线方程为

,
3
2

1
0

4
1









 zyx

一般式方程
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解三  由直线方程







)2(0432
)1(01

zyx
zyx

(1)+(2): 3x + 4z + 5 =0 

(1)2-(2): 3y - z - 2 = 0 

,
4

53 


xz

 z = 3y - 2 

,
11

23
4

53 zyx






）（即 3.

314-
3
2

3
5 zyx







方程(3)的方向向量(-4,1,3)与(4,-1,-3)平行，且点 − 53 , 23 , 0  在解法一、二所确定的直线上，故方程

(3)与解法一、二所得的方程表示的为同一直线.

一般式方程
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解四 (用高斯消元法——行初等变换)








0432
01

zyx
zyx






































2
1

130
041

2
1

130
111

4
1

312
111

A









yz

yx
32

41

参数式：













tz

ty
tx

32

41

一般式方程
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例7  确定直线�外一点��(��, ��, ��)到 �的距离.

解：设M1(x1, y1, z1)是直线l 上任意一确定的点，

M1M = s = (m, n, p),

则直线l 的方程为

,111

p
zz

n
yy

m
xx 







如图所示平行四边形面积

S = ||M1M0  M1M || = ||s  M1M0|| = d ||s ||

.
||||

|||| 01

s
MMsd 






d
M1 M

M0

l

一般式方程
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例8  求点M0(1,2,1)到直线 的距离。







02
0

:
zyx
yx

l

解 取 z =0, 得 x =1, y =1, M1(1,-1,0) l.

,2kji



111
011




kji
s





 M1M0 = (0,3,1).

.
6
35

||||
|||| 01 


 


s
MMsd

一般式方程
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四. 直线与直线的位置关系

两直线L1与L2的方向向量�1与�2的夹角（通常指
锐角）称为L1与L2的夹角，记为<L1,L2>.

直线��:

直线��:

,
1

1

1

1

1

1

p
zz

n
yy

m
xx 







,
2

2

2

2

2

2

p
zz

n
yy

m
xx 







2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121
21,cos

pnmpnm

ppnnmm
LL






直线与直线的位置关系
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2. 两直线的位置关系：

,0)1( 21212121  ppnnmmLL

,//)2(
2

1

2

1

2

1
21 p

p
n
n

m
mLL 

例： ),0,4,1(: 11 sL 
直线

),1,0,0(: 22 sL 
直线

,021  ss  ,21 ss 
 .21 LL 即

直线与直线的位置关系
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解

例9 求过点(−3,2,5)且与两平面� − 4� = 3和2� − � − 5� = 1
     的交线平行的直线方程。

设所求直线的方向向量为 ),,,( pnms 

根据题意知： ,, 21 nsns 


),1,3,4(21  nns 
取：

所求直线的方程为：

.
1

5
3

2
4

3 





 zyx

直线与直线的位置关系



            数 学 实 验电 子 科 技 大 学 线性代数与空间解析几何        邓 良 剑   Web. Link

21

例10 的位置关系？判断直线






zyxl

zyxl
:

4:

2

1

解  )1,1,1(),1,1,1()1( 21 


ss

2121 llss 不平行，不平行


,)0,0,0(,)4,0,0()2( 2211 lMlM 

08
111
111
400

,, 2111 

















 




ssNM

异面与 21 ll

直线与直线的位置关系



            数 学 实 验电 子 科 技 大 学 线性代数与空间解析几何        邓 良 剑   Web. Link

22

五、直线与平面的位置关系

1、直线与平面的夹角

直线和它在平面上的投影直线的夹角� � ≤ � ≤ �� 称为直

线与平面的夹角．

,: 000

p
zz

n
yy

m
xxL 







,0:  DCzByAx

),,,(),,,( CBAnpnms 





2
,ns  


2

,ns 



直线与平面的位置关系
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.
2

cos
2

cossin 





 






  

222222

||sin
pnmCBA

CpBnAm





直线与平面的夹角公式

2.  直线与平面的位置关系：

.)1(
p
C

n
B

m
AL 

直线与平面的位置关系
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求直线与平面的夹角。

：平面：设直线 ,32,
2

1
12







 zyxzyxL例11

解 ),2,1,2(),2,1,1(  sn 

222222

||sin
pnmCBA

CpBnAm





96
|22)1()1(21|




 .
63

7


为所求夹角
63

7arcsin 

直线与平面的位置关系
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例12

.

.014
22

2
1

1:

夹角若相交，则求出交点与

的位置关系：与判断 




 zyxzyxl 

解 )1,4,1(),2,2,1( 


ns

相交与所以 lns ,09 














tz
ty

tx
l

2
22

1
:

9
8

t，得代入

），，交点（与所以
9

16-
9
2-

9
1l

42
1arcsin

918
|281|arcsin

||||||||

||arcsin  





 



sn

sn

直线与平面的位置关系
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例13 直线�过点�(2,5, − 2)且与直线







043
042

:1 zyx
zyx

l

垂直相交，求l 的方程.

解 只需求出交点N的坐标即可.
过M作平面 与l1 垂直, 与l1的交
点即N.

l1 的方向向量:

143
2111 
kji

s



 .759 kji




NM l

l1 

 

直线与平面的位置关系
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过�(2,5, − 2)且与�1垂直的平面

:  -9(x - 2) +5(y - 5) +7(z + 2) = 0.
9x - 5y - 7z - 7 = 0.

将直线l1与的方程联立：













07759
043
042

zyx
zyx

zyx

















1
1

1

100
010
001

A

解得：x =1, y = -1, z =1.
这就是l1与 的交点N的坐标(1,-1,1).

直线与平面的位置关系
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直线�的方向向量
s = MN = (-1,-6,3).

l 的方程:

.
3

2
6
5

1
2 







 zyx

直线与平面的位置关系



            数 学 实 验电 子 科 技 大 学 线性代数与空间解析几何        邓 良 剑   Web. Link

29

3. 平面束

设直线l 的方程是








)2(0
)1(0

2222

1111




DzCyBxA
DzCyBxA

除方程(2)所表示的平面外，经过直线l 的所有平面都可
由下式表示：

)3(0)( 22221111  DzCyBxADzCyBxA 

经过直线l 的平面全体称为过l 的平面束.

方程(3)称为过直线l 的平面束方程.

直线与平面的位置关系
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例14  求直线

3
2

1
5

4
4: 






 zyxl

在平面
: 2x + 2y + z -11=0

上的投影直线.

解 (1)过直线�作一平面�′与�垂直，则�′与�的交线�’就是�在                �上的投影

将�的方程改写为一般式

直线与平面的位置关系

Tip: 任何两项交替相乘化简
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过l 的平面束方程为

x + 4y - 24 +  (3y + z -17) = 0
即

x + (4 + 3  ) y +  z - (24 + 17) = 0

其法向量为

n’ =(1, 4 + 3  , ),
由’ 可得:

直线与平面的位置关系

01071)34(212'  nn 

，
7

10

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’的方程为：

，0)
7

17024(
7

10)
7
304(  zyx

即
7x - 2 y  - 10z + 2 = 0

直线l 在 上的投影为







01122
021027

:'
zyx

zyx
l

直线与平面的位置关系
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解（2）作过l 且与 垂直的 ’. 则 l 上的点M(4, 5, 2)在 ’ 上

)10,2,7(
122
314' 




kji

nsn取

0)5(10)5(2)4(7:'  zyx

021027  zyx即

所以l 在 上的投影直线为：







01122
021027

:'
zyx

zyx
l

直线与平面的位置关系
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学到了什么

点向式方程

参数式方程

一般式方程

直线与直线的位置关系

直线与平面的位置关系


