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第一节 经典线性回归模型

• 假设 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖′ 𝑖=1𝑛 是一个容量为 𝑛 的可观测随机样本，其中

✓ 𝑌𝑖 是一个标量，

✓ 𝑋𝑖 = (1, 𝑋1𝑖,···, 𝑋𝑘𝑖)′ 是一个 (𝑘 + 1) × 1 维的列向量，𝑋1𝑖 ,···, 𝑋𝑘𝑖 是回归变量，

✓ 𝑖 在截面数据中代表个体单元 (如：一个企业、家庭或国家)，

在时间序列数据中代表一个时期 (如：天、周、月、年)。

• 本章的目的是用随机样本 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖′ 𝑖=1𝑛 生成的数据对条件均值𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖 进行建模，估计未知参数值并进行统计推断。

• 为书写方便，本章记 𝑝 = 𝑘 + 1。其中，𝑘 是不含截距项的回归

变量的个数，𝑝 是未知参数的个数。



第十章经典线性回归分析概率论与统计学 2024-12-30 4

第一节 经典线性回归模型

线性模型假设 (Linearity)

• 本章考察以下线性回归模型𝑌𝑖 = 𝛼 + σ𝑗=1𝑘 𝛽𝑗𝑋𝑗𝑖 + 𝜀𝑖= 𝑋𝑖′𝜃 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 其中

✓ 𝜃 = (𝛼, 𝛽1,···, 𝛽𝑘)′ 是一个 𝑝 × 1 维的未知参数向量

✓ 𝜀𝑖 是一个不可观测的随机扰动项

✓ 𝑌𝑖 称 为因变量或被解释变量 (dependent variable or

regressand)

✓ 𝑋𝑖 = (1, 𝑋1𝑖 ,···, 𝑋𝑘𝑖)′ 称 为 𝑝 × 1 维 自 变 量 或 回 归 元

(independent variables or regressors)
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第一节 经典线性回归模型

模型的正确设定 & 模型误设

• 若存在某一参数值 𝜃0，有𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖′𝜃0
则称线性回归模型是关于条件均值 𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖 的正确设定。

• 若对所有参数值 𝜃， 𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖 ≠ 𝑋𝑖′𝜃
则称线性回归模型是关于条件均值 𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖 的误设。

• 本章假设线性回归模型为正确设定。
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第一节 经典线性回归模型

• 当且仅当条件均值 𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖 的线性模型设定正确时，有𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑋𝑖 = 0
• 此时，参数值

𝜃0 = 𝐝𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖𝐝𝑋𝑖
可解释为 𝑋𝑖 对 𝑌𝑖 的期望边际效应 (expected marginal effect)，

并称为真实参数值。

• 例如，若 𝑋𝑖 是收入，𝑌𝑖 是消费，则 𝜃0 是期望边际消费倾向

(marginal propensity to consume)。



第十章经典线性回归分析概率论与统计学 2024-12-30 7

第一节 经典线性回归模型

线性回归模型的正确设定 ≠存在因果关系

• 线性回归模型，即使是正确设定，也并不意味着 𝑋𝑖 和 𝑌𝑖 之间

存在着因果关系。

• 正如 Kendall & Stuart (1961) 指出的，“统计关系，无论多么

强和多么富有启示性，都不能确立因果关系。

• 因果关系的思想必须来自统计学之外，来源于一些理论或其他

方面”。

• 线性回归模型描述一种线性预测或推测 (predictive) 关系，即

给定 𝑋𝑖，是否可用线性模型预测或推测 𝑌𝑖？
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第一节 经典线性回归模型

• 现令 𝒀 = 𝑌1, ⋯ , 𝑌𝑛 ′, 𝑛 × 1𝑿 = 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛 ′, 𝑛 × 𝑝𝜺 = 𝜀1, ⋯ , 𝜀𝑛 ′, 𝑛 × 1
• 这里 𝑿 的第 𝑖 行是 1 × 𝑝 维行向量 𝑋𝑖′ = (1, 𝑋1𝑖,···, 𝑋𝑘𝑖)。
• 用矩阵符号，线性回归模型可简洁地表示为𝒀 = 𝑿𝜃0 + 𝜺𝑛 × 1 = 𝑛 × 𝑝 𝑝 × 1 + 𝑛 × 1
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第一节 经典线性回归模型

严格外生性假设 (strict exogeneity)

• 本章假设以下条件成立，即𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑿 = 𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑖 , ⋯ , 𝑋𝑛= 0, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 这一条件称为严格外生性 (strict exogeneity)。

• 它隐含线性回归模型为 𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖 的正确设定，因为通过重复

期望法则，可推出 𝐸(𝜀𝑖 ∣ 𝑋𝑖) = 0 和 𝐸(𝜀𝑖) = 0。
• 对于任意 𝑖, 𝑗 ∈ {1,···, 𝑛}，有 𝐸 𝑋𝑖𝜀𝑗 = 0，因为𝐸 𝑋𝑖𝜀𝑗 = 𝐸 𝐸 𝑋𝑖𝜀𝑗 ∣ 𝑿= 𝐸 𝑋𝑖𝐸 𝜀𝑗 ∣ 𝑿= 𝐸 𝑋𝑖0= 𝟎
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第一节 经典线性回归模型

严格外生性假设 (Cont.)

• 由于𝐸(𝜀𝑖) = 0，𝐸 𝑋𝑖𝜀𝑗 = 𝟎 意味着对任意的 𝑖, 𝑗 ∈ {1,···, 𝑛}，
有 cov(𝑋𝑖 , 𝜀𝑗) = 𝟎。

• 矩阵 𝑿 包含所有的自变量向量 𝑋1, 𝑋2,···, 𝑋𝑛。如果下标 𝑖 表示

时间，则严格外生性假设要求随机扰动项 𝜀𝑖 的条件均值不依

赖于所有自变量过去和未来的数值。这排除了扰动项 𝜀𝑖 与自

变量未来值之间的相关性，因此排除了所谓动态时间序列回归

模型，即 𝑋𝑖 包含因变量 𝑌𝑖 的滞后项 (如 𝑌𝑖−1, 𝑌𝑖−2) 的回归模型。
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第一节 经典线性回归模型

• 例如，考虑一阶自回归 AR(1) 模型𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛽0𝑌𝑖−1 + 𝜀𝑖= 𝑋𝑖′𝜃0 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛𝜀𝑖 ∼ IID 0, 𝜎2
其中 𝑋𝑖 = (1, 𝑌𝑖−1)′ 包含 𝑌𝑖 的一阶滞后项 𝑌𝑖−1。

例 [first-order autoregression, AR (1)]

• 这是一个动态回归模型，因为 𝛽0𝑌𝑖−1 代表过去的“记忆”或

“反馈”对现值的影响。

• 随机扰动项 𝜀𝑖 可视为第 𝑖 时期的“新信息”效应。由于新信息

不能够被预测，因此今天的新信息应该与昨天的信息无关，这

就意味着 𝐸(𝜀𝑖 ∣ 𝑋𝑖) = 0。
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第一节 经典线性回归模型

• 假设新信息 𝜀𝑖 为 IID (0, 𝜎2) 序列，则 𝜀𝑖 与过去的信息集合互

相独立，故有 𝐸(𝑋𝑖𝜀𝑖) = 𝐸(𝑋𝑖)𝐸(𝜀𝑖) = 𝟎
• 但是，𝐸 𝑋𝑖+1𝜀𝑖 ≠ 𝟎，从而 𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑿 ≠ 0，即严格外生性假设

不成立。

• 换言之，严格外生性排除了一阶自回归模型。

• 这里，𝑋𝑖 所包含的 𝑌𝑖 的一阶滞后项 𝑌𝑖−1 称为先决变量

(predetermined variable)，因为 𝑌𝑖−1 与 𝜀𝑖 正交但依赖于 {𝜀𝑖}
过去的信息。

例 (Cont.) [first-order autoregression, AR (1)]
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第一节 经典线性回归模型

其他外生性的定义

• 在计量经济学中，还有其他外生性的定义。

✓ 比如，可将其定义为 {𝜀𝑖} 和 𝑿 相互独立，或 𝑿 是非随机的。

这排除了条件异方差 (即 var(𝜀𝑖 ∣ 𝑿) 随 𝑿 的变化而变化) 的

可能性。

✓ 在严格外生性假设下，仍允许条件异方差的存在，因为没

有假设 𝜀𝑖 和 𝑿 是相互独立的，仅仅假设条件均值 𝐸 (𝜀𝑖 ∣𝑿) 不依赖于 𝑿。
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第一节 经典线性回归模型

情形(1)：𝑿 是非随机的
• 如果 𝐗 是非随机的，严格外生性假设将变成以下简单的条件𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑿 = 𝐸 𝜀𝑖 = 0
• 非随机 𝐗 的一个例子是 𝑋𝑖 = (1, 𝑖,···, 𝑖𝑘)′，其中 𝑖 代表时间。

这是一个具有时间趋势的回归模型𝑌𝑖 = 𝑋𝑖′𝜃0 + 𝜀𝑖= 𝛼0 + σ𝑗=1𝑘 𝛽𝑗0𝑖𝑗 + 𝜀𝑖，

◆ 问题

如果 𝐗 是非随机的，这对严格外生性假设将有何影响？
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第一节 经典线性回归模型

情形(2)： 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖′ 𝑖=1𝑛 是一个独立同分布随机样本

◆ 问题

如果 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖′ 𝑖=1𝑛 是一个独立同分布随机样本，即随机向量𝑌1, 𝑋1′ , ⋯ , 𝑌𝑛, 𝑋𝑛′ 是联合独立的，这对严格外生性假设有何

影响？

• 当 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖′ 𝑖=1𝑛 为独立同分布随机样本时，严格外生性假设将变

为 𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑿 = 𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑖 , ⋯ , 𝑋𝑛= 𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑋𝑖= 0
• 换言之，当 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖′ 𝑖=1𝑛 为独立同分布时，𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑿 = 0 等价于𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑋𝑖 = 0，即线性回归模型正确设定。
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第一节 经典线性回归模型

球形误差方差 (spherical error variance) 假设

• (a) [条件同方差 (conditional homoskedasticity)]𝐸 𝜀𝑖2 ∣ 𝑿 = 𝜎2 > 0, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• (b) [条件不相关 (conditional uncorrelatedness)] ൟ𝐸 𝜀𝑖𝜀𝑗 ∣ 𝑿 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖, 𝑗 ∈ {1,⋯ , 𝑛
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第一节 经典线性回归模型

球形误差方差假设的含义

• 其中，条件 (a) 意味着 𝜀𝑖 存在条件同方差，即var 𝜀𝑖 ∣ 𝑿 = 𝐸 𝜀𝑖2 ∣ 𝑿 − 𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑿 2= 𝐸 𝜀𝑖2 ∣ 𝑿= 𝜎2
• 条件 (b) 意味着 𝜀𝑖 不存在条件自相关，即对所有的 𝑖 ≠ 𝑗，有cov 𝜀𝑖 , 𝜀𝑗 ∣ 𝑿 = 𝐸 𝜀𝑖𝜀𝑗 ∣ 𝑿 − 𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑿 𝐸 𝜀𝑗 ∣ 𝑿= 0

✓ 如果 𝑖 表示个体单元，这意味着横截面不相关 (cross-

sectional uncorrelatedness)

✓ 如 果 𝑖 代 表 时 间 ， 这 意 味 着 序 列 不 相 关 (serial

uncorrelatedness)
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第一节 经典线性回归模型

• 根 据 重 复 期 望 法 则 ， 上 述球型方差 (spherical error

variance) 假设意味着对于所有 𝑖 ∈ 1,···, 𝑛 ，var(𝜀𝑖) = 𝜎2 ，

这 称 为无条件同方差。 同 样 地 ， 对 于 所 有 𝑖 ≠ 𝑗 ， 有cov(𝜀𝑖 , 𝜀𝑗) = 0。
• 严格外生性假设和球形误差方差假设结合起来，可简洁表述为𝐸(𝜺 ∣ 𝑿) = 𝟎𝐸 𝜺𝜺′ ∣ 𝑿 = 𝜎2𝑰

其中 𝐼 是一个 𝑛 × 𝑛 的单位阵。

• 由 𝐸(𝜺 ∣ 𝑿) = 𝟎 和 𝐸 𝜺𝜺′ ∣ 𝑿 = 𝜎2𝑰 并不能推出 𝜀𝑖 和 𝑿 是相

互独立的，它们只是假设 𝜀𝑖 的条件均值和条件方差不依赖于𝑿，但允许 𝜀𝑖 的条件高阶矩 (比如条件偏度和峰度) 依赖于 𝑿。
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第一节 经典线性回归模型

非奇异性假设 (non-singularity)

• 为了识别未知参数值 𝜃0，本章还将假设 𝑝 × 𝑝 维方阵 𝑿′𝑿 =σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖𝑋𝑖′ 是非奇异的。

• 这个假设排除了对任意 𝑖 ∈ {1,···, 𝑛}，向量 𝑋𝑖 中包括截距项在

内的 𝑝 个自变量之间存在多重共线性 (multicollinearity) 的可

能性。

• 自变量 𝑋𝑖 存在多重共线性，是指至少存在一个 𝑗 ∈ {0, 1,···, 𝑘}
以及对所有的 𝑖 ∈ {1,···, 𝑛}，变量 𝑋𝑗𝑖 可表示为其他 𝑘 个变量𝑋𝑙𝑖 , 𝑙 ≠ 𝑗 的线性组合。在这种情况下，𝑿′𝑿 不是非奇异矩阵，

其结果将导致线性回归模型的真实参数值 𝜃0 不可识别。
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第一节 经典线性回归模型

非奇异性假设 (Cont.)

• 𝑿′𝑿 的非奇异性意味着 𝑿 必须是满秩的，即秩为 𝑝。因此，需

要 𝑝 ≤ 𝑛，即解释变量的个数不能超过样本容量 𝑛，这是真实

参数值 𝜃0 可识别的必要条件。

• 直观上说，如果 𝑋𝑖 𝑖=1𝑛 的值不存在变动或变动很小，将很难

确定 𝑌𝑖 和 𝑋𝑖 之间的关系。经典线性回归的目的就是考察 𝑋𝑖
的变化如何导致 𝑌𝑖 的变化，因此，需要不同 𝑖 的 𝑋𝑖 取值有显

著不同，才能较为精确地确定 𝑋𝑖 和 𝑌𝑖 的关系。

• 某种意义上， 𝑿′𝑿 可称为样本 𝑿 的“信息矩阵”，因为它测

度了 𝑿 中的信息含量。𝑿′𝑿 包含的信息含量影响参数值 𝜃0 的

估计精度。
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第一节 经典线性回归模型

近似多重共线性导致的问题

• 如果存在近似多重共线性 (near-multicollinearity)，即自变量 𝑋𝑖
的样本值之间存在近似的线性关系，这时，虽然 𝑿′𝑿 是非奇异

的，但 𝑿′𝑿 接近一个奇异矩阵，其最小特征值不为零但很接近

零，且并不随样本容量 𝑛 的增大而增大。

• 其结果是，虽然以下将要介绍的普通最小二乘 (ordinary least

squares，OLS) 估计量总有定义，其有限样本分布也可获得，但

当 𝑛 → ∞时，OLS 估计量的均方误并不趋于零，从而 OLS 估计

量不收敛于真实参数值 𝜃0。
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第一节经典线性回归模型
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[OLS 估计量]：定义线性回归模型 𝑌𝑖 = 𝑋𝑖′𝜃 + 𝜀 的残差平方

和 (sum of squared residuals, SSR) 为 ൯𝑆𝑆𝑅(𝜃) ≡ (𝒀 − 𝑿𝜃) ′(𝒀 − 𝑿𝜃= σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′𝜃 2 ,

则普通最小二乘 (OLS) 估计量 ෠𝜃 是以下最优化问题的解:෠𝜃 = arg 𝑚𝑖𝑛𝜃∈ℝ𝑝 SSR 𝜃

定义 10.1

第二节 普通最小二乘估计

◆ 问题

• 如何利用随机样本 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖′ 𝑖=1𝑛 产生的数据估计未知参数值 𝜃0？
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[OLS 的存在性 (Existence of OLS)]：假设 𝑝 × 𝑝 维矩阵 𝑿′𝑿
非奇异，则 OLS 估计量 ෠𝜃 存在，且෠𝜃 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝒀

定理 10.1

证明：

• 假设 𝑎 和 𝜃 均是 𝑝 × 1 维向量，利用下列等式𝜕 𝑎′𝜃𝜕𝜃 = 𝑎

第二节 普通最小二乘估计
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第二节 普通最小二乘估计

• 可得 )𝑑SSR(𝜃𝑑𝜃 = 𝑑𝑑𝜃෍𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′𝜃 2
=෍𝑖=1𝑛 𝜕 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′𝜃 2𝜕𝜃=෍𝑖=1𝑛 2 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′𝜃 𝜕 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′𝜃𝜕𝜃= −2෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′𝜃)= −2𝑿′(𝒀 − 𝑿𝜃

定理 10.1 (Cont.)



第十章经典线性回归分析概率论与统计学 2024-12-30 26

第二节 普通最小二乘估计

• OLS 估计量必须满足一阶条件：−2𝑿′(𝒀 − 𝑿෠𝜃) = 𝟎
• 从而有 𝑿′𝑿 ෠𝜃 = 𝑿′𝒀
• 由于 𝑿′𝑿 是非奇异的，因此有෠𝜃 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝒀

定理 10.1 (Cont.)
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第二节 普通最小二乘估计

• 检查二阶条件，有 𝑝 × 𝑝 维样本黑塞矩阵൯𝜕2SSR(𝜃𝜕𝜃𝜕𝜃′ = −2෍𝑖=1𝑛 𝜕𝜕𝜃′ 𝑋𝑖 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′𝜃= 2𝑿′𝑿
• 由于样本黑塞矩阵为正定 ，故 ෠𝜃 是全局最优解。

证毕。

※ 注意: ෠𝜃 的存在只需要 𝑿′𝑿为非奇异矩阵这一条件。

定理 10.1 (Cont.)
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第二节 普通最小二乘估计

• ෠𝑌𝑖 ≡ 𝑋𝑖′ ෠𝜃 称为观测值 𝑌𝑖 的拟合值 (fitted value) 或预测值

(predicted value)。

• 𝑒𝑖 ≡ 𝑌𝑖 − ෠𝑌𝑖 是观测值 𝑌𝑖 的估计残差 (estimated residual) 或

预测误差 (predicted error)。

• 注估计残差 𝑒𝑖 = 𝑌𝑖 − ෠𝑌𝑖= 𝑋𝑖′𝜃0 + 𝜀𝑖 − 𝑋𝑖′ ෠𝜃= 𝜀𝑖 − 𝑋𝑖′ ෠𝜃 − 𝜃0
其中真实扰动项 𝜀𝑖 是不可避免的噪声，

• 𝑋𝑖′ ෠𝜃 − 𝜃0 是估计误差；当样本容量越大 (从而 ෠𝜃 越趋近 𝜃0)
时，这一项将变得越小，乃至可忽略不计。
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第二节 普通最小二乘估计

• 普通最小二乘法 (OLS) 的一阶条件意味着 𝑛 × 1 维估计残差向

量 𝒆 = 𝒀 − 𝑿෠𝜃 与自变量矩阵 𝑿 是正交的，即𝑿′𝒆 =෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖𝑒𝑖 = 𝟎
• 这是由 OLS 的性质决定的，可由最小化问题 min𝜃∈ℝ𝑝𝑆𝑆𝑅(𝜃) 的一

阶条件直接推出。无论线性回归模型设定是否正确，即不论𝐸 𝜀𝑖 ∣ 𝑿 = 0 是否成立，该正交条件总成立。

• 另外，如果 𝑋𝑖 包含截距项，则 𝑿′𝒆 = 𝟎 意味着 𝒍′𝒆 = 0 =σ𝑖=1𝑛 𝑒𝑖 = 0，即估计残差 𝑒𝑖 的样本均值总为 0，其中 𝒍 =(1, 1,···, 1)′ 为一个 𝑛 × 1 维向量，其每个元素均取值为 1。
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第三节 拟合优度和模型选择准则

• 为了刻画拟合优度，需要定义一些准则或指标。

◆ 问题

线性回归模型对数据的拟合程度如何？换言之，线性回归模

型对观测数据 {𝑌𝑡} 的变动的预测能力如何？
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[非中心化 𝑹𝟐 (Uncentered 𝑹𝟐)]：非中心化多元相关系数平

方 𝑅2 定义为 𝑅𝑢𝑐2 = ෡𝒀′෡𝒀𝒀′𝒀 = 1 − 𝒆′𝒆𝒀′𝒀
其中， ෡𝒀 是 𝑛 × 1 维的拟合值向量，第二个等式是由 OLS 估计

的一阶条件得到的。

定义 10.2

第三节 拟合优度和模型选择准则

• 𝑅𝑢𝑐2 的含义是：因变量 {𝑌𝑖}的非中心化的样本二次型变动可以

被预测值 ෠𝑌𝑖 的非中心化样本二次型变动所解释的比例。

• 根据定义，总有 0 ≤ 𝑅𝑢𝑐2 ≤ 1。
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[中心化 𝑹𝟐 或决定系数 (Coefficient of Determination)]：决定

系数定义为

其中 ത𝑌 = 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 是样本均值。

定义 10.3

• 当 𝑋𝑖 包含截距项即 𝑋0𝑖 = 1 时，可进行如下正交分解：σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2 = σ𝑖=1𝑛 ෠𝑌𝑖 − ത𝑌 + 𝑌𝑖 − ෠𝑌𝑖 2= σ𝑖=1𝑛 ෠𝑌𝑖 − ത𝑌 2 + σ𝑖=1𝑛 𝑒𝑖2 + 2σ𝑖=1𝑛 ෠𝑌𝑖 − ത𝑌 𝑒𝑖= σ𝑖=1𝑛 ෠𝑌𝑖 − ത𝑌 2 + σ𝑖=1𝑛 𝑒𝑖2

第三节 拟合优度和模型选择准则

𝑅2 ≡ 1 − σ𝑖=1𝑛 𝑒𝑖2σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2
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第三节 拟合优度和模型选择准则

• 其中交叉项෍𝑖=1𝑛 ෠𝑌𝑖 − ത𝑌 𝑒𝑖 =෍𝑖=1𝑛 ෠𝑌𝑖𝑒𝑖 − ത𝑌෍𝑖=1𝑛 𝑒𝑖
= ෠𝜃′෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖𝑒𝑖 − ത𝑌෍𝑖=1𝑛 𝑒𝑖= ෠𝜃′𝑿′𝒆 − ത𝑌𝒍′𝒆= ෠𝜃′𝟎 − ത𝑌0= 0

• 这 里 使 用 了 OLS 估 计 的 一 阶 条 件 ， 即 𝑿′𝒆 = 𝟎 和 𝒍′𝒆 =σ𝑖=1𝑛 𝑒𝑖 = 0 (因为 𝑋𝑖 包含截距项)。

定义 10.3 (Cont.)



第十章经典线性回归分析概率论与统计学 2024-12-30 35

第三节 拟合优度和模型选择准则

• 从而 𝑅2 ≡ 1 − 𝒆′𝒆σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2= σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2 −σ𝑖=1𝑛 𝑒𝑖2σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2
= σ𝑖=1𝑛 ෠𝑌𝑖 − ത𝑌 2σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2

• 并且有 0 ≤ 𝑅2 ≤ 1

定义 10.3 (Cont.)
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第三节 拟合优度和模型选择准则

• 如果 𝑋𝑖 不包含截距项，则σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2 = σ𝑖=1𝑛 ෠𝑌𝑖 − ത𝑌 2 + σ𝑖=1𝑛 𝑒𝑖2 + 2σ𝑖=1𝑛 ෠𝑌𝑖 − ത𝑌 𝑒𝑖≠ σ𝑖=1𝑛 ෠𝑌𝑖 − ത𝑌 2 + σ𝑖=1𝑛 𝑒𝑖2 ,

• 在这种情况下，𝑅2 可能为负值！因为交叉项 2σ𝑖=1𝑛 ෠𝑌𝑖 − ത𝑌 𝑒𝑖
可能为负值。

• 当 𝑋𝑖 包含截距项时，中心化 𝑅2 和非中心化 𝑅𝑢𝑐2 有相似的解释，

即 𝑅2 测度 𝒀 的样本方差中可被线性模型拟合值 𝑋𝑖′ ෠𝜃 所解释的

那部分的比例。

定义 10.3 (Cont.)
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例 10.1：[资本资产定价模型 (Capital Asset Pricing Model, 
CAPM) 与 𝑹𝟐 的经济含义]

• 经典资本资产定价模型可由以下方程刻画：𝑟𝑖 − 𝑟𝑓𝑖 = 𝛼 + 𝛽 𝑟𝑚𝑖 − 𝑟𝑓𝑖 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 其中

✓ 𝑟𝑖 是某资产投资组合在时期 𝑖 的收益率，𝑟𝑓𝑖 是无风险资产

在时期 𝑖 的收益率，𝑟𝑚𝑖 是市场投资组合在时期 𝑖 的收益率。

✓ 𝑟𝑖 − 𝑟𝑓𝑖 是资产投资组合的风险溢价。

✓ 𝑟𝑚𝑖 − 𝑟𝑓𝑖 是市场投资组合的风险溢价，是唯一的系统风险

因子。

✓ 𝜀𝑖 是资产投资组合的特质风险，可通过分散化投资而消除。

第三节 拟合优度和模型选择准则
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例 10.1 (Cont.) ：

• 在该模型中，𝑅2 有很好的经济解释：它是其资产投资组合的

风险 (以其风险溢价 𝑟𝑖 − 𝑟𝑓𝑖 的样本方差测度) 能够被市场风险

因子 𝑟𝑚𝑖 − 𝑟𝑓𝑖 解释的那部分的比例，而 1 − 𝑅2 是该资产投资

组合的风险中特质风险因子 𝜀𝑖 所占的比例。

• 实际上，中心化 𝑅2 是 {𝑌𝑖}和 ෠𝑌𝑖 之间相关系数的平方。

第三节 拟合优度和模型选择准则
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𝑅2 = ො𝜌𝑌 ෠𝑌2 ，这里 ො𝜌𝑌 ෠𝑌 是 {𝑌𝑖} 和 ෠𝑌𝑖 之间的样本相关系数。

定理 10.2

• 𝑅2被称为多元相关系数平方的原因：由于拟合值 ෠𝑌𝑖 = 𝑋𝑖′ ෠𝜃 =ො𝛼 + σ𝑗=1𝑘 መ𝛽𝑗𝑋𝑗𝑖 是 𝑋𝑗𝑖 𝑗=1𝑘
的线性组合，其中 ෠𝜃 = ො𝛼, መ𝛽1, ⋯ , መ𝛽𝑘 ′，

𝑅2 可视为 𝑌𝑖 和自变量 𝑋𝑗𝑖 𝑗=1𝑘
之间的多元样本相关系数的加

权平均的平方。

第三节 拟合优度和模型选择准则
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• 假设 𝑌𝑖 , 𝑋1𝑖 , ⋯ , 𝑋(𝑘+𝑞)𝑖 𝑖=1𝑛
是样本容量为 𝑛 的可观测随机样

本，𝑅12 是以下线性回归模型的中心化拟合优度𝑌𝑖 = 𝑋𝑖′𝜃 + 𝜀𝑖
其中 𝑋𝑖 = (1, 𝑋1𝑖,···, 𝑋𝑘𝑖)′，𝜃 是 𝑝 × 1 维的未知参数向量。

• 另假设 𝑅22 是以下扩展的线性回归模型的中心化拟合优度𝑌𝑖 = ෨𝑋𝑖′𝛾 + 𝑢𝑖
其中 ෨𝑋𝑖 = 1,𝑋1𝑖 , ⋯ , 𝑋𝑘𝑖 , 𝑋(𝑘+1)𝑖 , ⋯ , 𝑋(𝑘+𝑞)𝑖 ′

，𝛾是 (𝑝 + 𝑞) ×1 维的未知参数向量，𝑞 是正整数。则𝑅22 ≥ 𝑅12

定理 10.3 [ 𝑹𝟐的非减性]

第三节 拟合优度和模型选择准则
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第三节拟合优度和模型选择准则

证明：

• 根据拟合优度 𝑅2 的定义 (即定义 10.3)，有𝑅12 = 1 − 𝒆′𝒆σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖−ത𝑌 2𝑅22 = 1 − ෤𝒆′ ෤𝒆σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖−ത𝑌 2
• 其中 𝒆 是 𝒀 对 𝑿 回归的估计残差向量， ෤𝒆 是 𝒀 对 ෩𝑿 回归的估

计残差向量。

• 因此，只需要证明 ෤𝒆′ ෤𝒆 ≤ 𝒆′𝒆。
• 因为 OLS 估计量 ො𝛾 = ෩𝑿′෩𝑿 −1෩𝑿′𝒀 是使扩展回归模型 𝑌𝑖 =෨𝑋𝑖′𝛾 + 𝑢𝑖 的 𝑆𝑆𝑅(𝛾) 最小化的最优解，故对于任意的 𝛾 ∈ ℝ𝑝+𝑞，

有 ෤𝒆′ ෤𝒆 = σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ෨𝑋𝑖′ ො𝛾 2 ≤ σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ෨𝑋𝑖′𝛾 2
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第三节 拟合优度和模型选择准则

证明 (Cont.)：

• 现选择 𝛾 = ෡𝜃′, 𝟎′ ′，其中 ෠𝜃 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝒀 是第一个回归模型𝑌𝑖 = 𝑋𝑖′𝜃 + 𝜀𝑖 的 OLS 估计量，则有෤𝒆′ ෤𝒆 ≤ σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′ ෠𝜃 − σ𝑗=𝑘+1𝑘+𝑞 0𝑋𝑗𝑖 2
= σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′ ෠𝜃 2= 𝒆′𝒆 ,

• 因此，𝑅12 ≤ 𝑅22。
证毕。
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第三节 拟合优度和模型选择准则

定理 10.3 的重要含义

• 首先，𝑅2 可用于自变量数目相等的线性回归模型的比较，但

不适用于比较不同自变量数目的线性回归模型，因为模型的自

变量越多，𝑅2 会越大，即使新增加的自变量对因变量没有真

正的解释力， 𝑅2 也会增加。

• 其次，𝑅2 不是正确模型设定的判断标准。它测度的是抽样变

化而非总体。 𝑅2 高并不意味着模型设定正确，同样，正确的

模型设定也并不意味着 𝑅2 高。事实上，给定自变量 𝑋𝑖，𝑅2 值

的大小与线性回归模型的信噪比 (signal to noise ratio) 有关。
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第三节 拟合优度和模型选择准则

定理 10.3 的重要含义 (Cont.)

• 严格来讲，𝑅2 只是测度了一种关联性 (association)，与因果关

系无关。在经济时间序列实证分析中，高的 𝑅2 通常容易获得。

有时即使两变量间的因果关系很弱或几乎不存在，也能获得高

的 𝑅2。
✓ 例如，在伪回归 (spurious regression) 中，因变量 𝑌𝑖 和自

变量 𝑋𝑖 之间不存在因果关系，但由于它们在时间上常常表

现出相同的趋势，结果 𝑅2 接近于 1。
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第三节 拟合优度和模型选择准则

定理 10.3 的重要含义 (Cont.)

• 最后，𝑅2 测度了因变量 𝑌𝑖 和自变量 𝑋𝑖 之间的线性关联程度

(见定理 10.3)。当 𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖 是非线性函数时，用 𝑅2 来测度非

线性回归模型的拟合优度并不合适。

✓ 例如，考察线性回归模型ln 𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛽10ln 𝐿𝑖 + 𝛽20ln 𝐾𝑖 + 𝜀𝑖
✓ 其中，𝑌𝑖 是产出，𝐿𝑖 是劳动，𝐾𝑖 是资本。产出 𝑌𝑖 不是投

入 𝐿𝑖 和 𝐾𝑖 的线性函数。

✓ 在这种情况下，𝑅2 是 ln 𝑌𝑖 的总样本变化能够被 ln 𝐾𝑖 和ln 𝐿𝑖 的样本变化所解释的比例。它并不是 𝑌𝑖 的样本二次型

变动能够被 𝐿𝑖 和 𝐾𝑖 的样本变化所解释的比例。
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◆ 问题 10.1

那么，对于线性回归模型，什么是合适的模型选择准则？

• 通常存在很多备选的自变量可用于预测因变量，但没有必要

在回归模型中包含所有的自变量。

• 权衡：

✓ 自变量越多，模型的系统偏差越小，如果所有的参数估

计都不存在误差，那么该模型的预测能力是最优的。

✓ 在样本容量 𝑛 给定的情形下，参数越多，参数估计的准

确性越差。

• “KISS (Keep It Sophistically Simple)”原则：尽量用简单的

模型刻画数据所包含的重要信息。

第三节 拟合优度和模型选择准则
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模型选择准则

(1) Akaike 信息准则 (Akaike’s information criterion, AIC)

• 线性回归模型可通过选择合适的未知参数数目 𝑝，以最小

化 AIC 准则来选择模型，由 Akaike (1973) 提出：𝐴𝐼𝐶 = ln 𝑠2 + 2𝑝𝑛
• 其中

✓ 𝑠2 = 𝒆′𝒆𝑛−𝑝，是 𝐸 𝜀𝑖2 = 𝜎2的残差方差估计量 (residual

variance estimator)

✓ 𝑝 = 𝑘 + 1 是包括截距项在内的自变量 𝑋𝑖 的数目

✓ ln(𝑠2) 测度模型的拟合优度

✓ 2𝑝/𝑛 测度模型的复杂程度

第三节 拟合优度和模型选择准则
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(2) Bayesian 信息准则 (Bayesian information criterion, BIC)

• 线性回归模型也可以通过选择合适的维数 𝑝，以最小化以下

所谓的 Bayesian 信息准则即 BIC 准则来选择模型：

𝐵𝐼𝐶 = ln 𝑠2 + 𝑝ln(𝑛)𝑛
• BIC 准则由 Schwarz (1978) 提出。

第三节 拟合优度和模型选择准则
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• AIC 和 BIC 两个信息准则都试图在模型的拟合优度 ln(𝑠2)
和尽量少用参数之间进行权衡。

• 当 𝑛 ≥ 7 时， ln 𝑛 ≥ 2，与 AIC 相比，BIC 对模型复杂度给

予更大的惩罚，这从各式第二项的对比中可以看出。因此，

BIC 倾向于选择更加简单的线性回归模型。

• AIC 和 BIC 的区别主要在于它们的构造方式不同，AIC 倾向

于选择具有最优预测能力的模型。

✓ 相对于 BIC 而言， AIC 选择的参数更多；

✓ BIC 倾向于选择正确的维数 𝑝。在一定的正则条件下，

当样本容量 𝑛 → ∞ 时，BIC 可一致地选择正确的维数 𝑝。

第三节 拟合优度和模型选择准则
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(3) 调整的 𝑅2
• ത𝑅2，称为调整的 𝑅2 ，也可用于选择线性回归模型。

• 回顾 𝑅2 的定义，其可写为𝑅2 = 1 − 𝑛−1𝒆′𝒆𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2
• 可以证明， 𝑛−1𝒆′𝒆 和 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2 分别是方差 𝜎2 =var(𝜀𝑖) 和 𝜎𝑌2 = var(𝑌𝑖) 的有偏估计，即 𝐸 𝑛−1𝒆′𝒆 ≠ 𝜎2,𝐸 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2 ≠ 𝜎𝑌2。

第三节 拟合优度和模型选择准则
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• 这些偏差有时导致 𝑅2 偏向选择较复杂的模型。可以通过使

用无偏估计量 )Τ𝒆′𝒆 ( 𝑛 − 𝑝 和 (𝑛 − 1) −1σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2 而加

以消除这些偏差。

• 这样可得偏差调整后的 𝑅2，即ത𝑅2 = 1 − 𝒆′𝒆/(𝑛 − 𝑝)(𝑛 − 1)−1σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2
• 这称为调整后的 𝑅2。在 ത𝑅2 中，调整的是自由度或自变量 𝑋𝑖

的个数。可以证明ത𝑅2 = 1 − 𝑛 − 1𝑛 − 𝑝 1 − 𝑅2
• 应该注意，虽然 𝑋𝑖 包含截距项，但 ത𝑅2 也可能取负值。

第三节 拟合优度和模型选择准则
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• 在许多应用中，特别是自变量数目较多时，若自变量存在近

似多重共线性，则矩阵 𝑿′𝑿 可能接近于奇异矩阵。因此，

OLS 估计量 መ𝛽 将不稳定，导致均方误 (MSE) 的方差较大。

• 岭回归 (ridge regression)：一个解决方法就是考察以下限制𝛽 的大小的估计量መ𝛽 = argmin𝛽 (𝑌 − 𝑿𝛽)′(𝑌 − 𝑿𝛽) + 𝜆𝛽′𝛽= 𝑿′𝑿 + 𝜆𝐼 −1𝑿′𝑌
其中 𝜆 是调整参数，通过平方系数之和来控制参数 𝛽 的大小。

第三节 拟合优度和模型选择准则

◆ 问题 10.2

为什么复杂的模型在实际应用中并不一定预测最好？
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• LASSO (least absolute shrinkage and selection operator)：当

存在高维自变量集时，特别是当自变量个数 𝑝 可能超过样本

容量 𝑛 时，𝛽 的许多参数可能为 0 或足够小可忽略不计，这

称为高维线性回归的稀疏性 (sparsity)假设。

• 当参数个数 𝑝 比样本容量 𝑛 大时，无法进行 OLS 估计，因为𝑿′𝑿 是奇异的。在这种情况下，可考察以下估计量መ𝛽 = argmin𝛽 (𝑌 − 𝑿𝛽) ′(𝑌 − 𝑿𝛽) + 𝜆|𝛽|1
其中 |𝛽|1 = σ𝑗=0𝑘 𝛽𝑗 是 𝛽 的 L1 范数。

第三节 拟合优度和模型选择准则
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第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

◆ 问题

现考察 OLS 估计量 ෠𝜃 的概率统计性质：

✓ ෠𝜃 是 𝜃0 的一个很好的估计量吗 (无偏性)？

✓ ෠𝜃 是 𝜃0 的最优估计量吗 (有效性)？

✓ ෠𝜃 的抽样分布是什么 (正态性)？

• 由于 ෠𝜃 是随机样本 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖′ 𝑖=1𝑛 的函数，估计量 ෠𝜃 的分布常称为෠𝜃 的抽样分布。

• ෠𝜃 的抽样分布对了解 ෠𝜃 的统计性质以及对未知真实参数值 𝜃0
进行统计推断是非常有用的，比如可用于对未知参数值 𝜃0 的

置信区间估计和假设检验。
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假设 𝑿′𝑿 为非奇异矩阵，𝐸(𝜺 ∣ 𝑿) = 𝟎，以及 𝐸(𝜺𝜺′ ∣ 𝑿) = 𝜎2𝑰，
其中 𝑰 为 𝑛 × 𝑛 维单位矩阵。则对所有 𝑛 > 𝑝，

(a) [无偏性 (unbiasedness)] 𝐸( ෠𝜃 ∣ 𝑿) = 𝜃0
(b) [方差结构 (variance structure)]var( ෠𝜃 ∣ 𝑿) = 𝐸 [ ෠𝜃 − 𝐸( ෠𝜃 ∣ 𝑿)][ ෠𝜃 − 𝐸( ෠𝜃 ∣ 𝑿)]′ ∣ 𝑿= 𝜎2 𝑿′𝑿 −1
(c) [正交性 (orthogonality between ෠𝜃 and e)]cov( ෠𝜃, 𝒆 ∣ 𝑿) = 𝟎

定理 10.4

第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性
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(d) [高斯-马尔可夫 (Gauss-Markov) 定理] 对任意的线性无偏

估计量 ෡𝑏 , var(෠𝑏 ∣ 𝑿) − var( ෠𝜃 ∣ 𝑿) 为半正定 (positive semi-

definite, PSD)

(e) [残差方差估计量 (residual variance estimator)]𝑠2 = 𝒆′𝒆𝑛−𝑝 = 1𝑛−𝑝σ𝑖=1𝑛 𝑒𝑖2,
是 𝜎2 = 𝐸 𝜀𝑖2 的无偏估计量，即 𝐸(𝑠2 ∣ 𝑿) = 𝜎2 。

定理 10.4 (Cont.)

第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性
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第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

证明：

• (a) 由 ෠𝜃 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝒀 和 𝒀 = 𝑿𝜽𝟎 + 𝜀 ，可推得෠𝜃 − 𝜃0 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜀
• 故有 𝐸 ෠𝜃 − 𝜃0 ∣ 𝑿 = 𝐸 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜺 ∣ 𝑿)= 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝐸(𝜺 ∣ 𝑿= 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝟎= 𝟎
• 这里使用了严格外生性假设。
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第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

证明 (Cont.)：

• (b) 给定 ෠𝜃 − 𝜃0 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜺 和 𝐸(𝜺𝜺′ ∣ 𝑿) = 𝜎2𝑰，有var( ෠𝜃 ∣ 𝑿) = 𝐸 ൣ ෠𝜃 − 𝐸( ෠𝜃 ∣ 𝑿)][ ෠𝜃 − 𝐸( ෠𝜃 ∣ 𝑿)] ′ ∣ 𝑿= 𝐸 ෠𝜃 − 𝜃0 ෠𝜃 − 𝜃0 ′ ∣ 𝑿= 𝐸 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜺𝜺′𝑿 𝑿′𝑿 −1 ∣ 𝑿= 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝐸 𝜺𝜺′ ∣ 𝑿 𝑿 𝑿′𝑿 −1= 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜎2𝑰𝑿 𝑿′𝑿 −1= 𝜎2 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑿 𝑿′𝑿 −1= 𝜎2 𝑿′𝑿 −1
• 这里，假设 𝐸(𝜺𝜺′ ∣ 𝑿) = 𝜎2𝑰 是保证 var( ෠𝜃 ∣ 𝑿) = 𝜎2 𝑿′𝑿 −1

的关键条件。
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第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

• (c) 定义 𝑛 × 𝑛 维投影矩阵 𝑷 = 𝑿 𝑿′𝑿 −1𝑿′ 以及 𝑴 = 𝑰 − 𝑷则𝑷 和 𝑴 均为对称矩阵，且 𝑷𝑿 = 𝑿，𝑴𝑿 = 𝟎，𝑷2 = 𝑷，以及𝑴2=𝑴。给定 ෠𝜃 − 𝜃0 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜺，有 𝒆 = 𝒀 − 𝑿෠𝜃 = 𝑴𝒀 =𝑴𝜺，𝐸(𝒆 ∣ 𝑿) = 𝑀𝐸(𝜺 ∣ 𝑿) = 𝟎。因此，cov( ෠𝜃, 𝒆 ∣ 𝑿) = 𝐸 ൣ ෠𝜃 − 𝐸( ෠𝜃 ∣ 𝑿)][𝒆 − 𝐸(𝒆 ∣ 𝑿)] ′ ∣ 𝑿= 𝐸 ෠𝜃 − 𝜃0 𝒆′ ∣ 𝑿= 𝐸 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜺𝜺′𝑴 ∣ 𝑿= 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝐸 𝜺𝜺′ ∣ 𝑿 𝑴= 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜎2𝑰𝑴= 𝜎2 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑴= 𝟎
• 假设 𝐸(𝜺𝜺′ ∣ 𝑿) = 𝜎2𝑰 是保证 ෠𝜃 和 𝒆 的相关系数为零的关键条

件。

证明 (Cont.)：
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第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

证明 (Cont.)：

• (d) 考虑 𝜃0 的一个线性估计量෠𝑏 = 𝑪′𝒀
其中 𝑪 = 𝐶(𝑿) 是可能依赖于 𝑿 的 𝑛 × 𝑝 维矩阵。

• 若有 ൯𝐸(෠𝑏 ∣ 𝑿) = 𝑪′𝑿𝜃0 + 𝑪′𝐸(𝜺 ∣ 𝑿= 𝑪′𝑿𝜃0= 𝜃0
则无论 𝜃0 的值是多少， ෠𝑏 都是 𝜃0 的无偏估计。
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第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

• 而 𝐸(෠𝑏 ∣ 𝑿) = 𝜃0 成立，当且仅当以下 𝑪′𝑿 = 𝑰 成立：

• 现在求 ෠𝑏 的条件方差-协方差。因为෠𝑏 = 𝑪′𝒀= 𝑪′ 𝑿𝜃0 + 𝜺= 𝑪′𝑿𝜃0 + 𝑪′𝜺= 𝜃0 + 𝑪′𝜺
• 𝑏 的条件方差-协方差var(෠𝑏 ∣ 𝑿) = 𝐸 ൣ෠𝑏 − 𝐸(෠𝑏 ∣ 𝑿)][෠𝑏 − 𝐸(෠𝑏 ∣ 𝑿)] ′ ∣ 𝑿= 𝐸 ෠𝑏 − 𝜃0 ෠𝑏 − 𝜃0 ′ ∣ 𝑿= 𝐸 𝑪′𝜺𝜺′𝑪 ∣ 𝑿= 𝑪′𝐸 𝜺𝜺′ ∣ 𝑿 𝑪= 𝑪′𝜎2𝑰𝑪= 𝜎2𝑪′𝑪

证明 (Cont.)：
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第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

证明 (Cont.)：
• 利用 𝑪′𝑿 = 𝑰 和 𝑴2 = 𝑴，有var(෠𝑏 ∣ 𝑿) − var( ෠𝜃 ∣ 𝑿) = 𝜎2𝑪′𝑪 − 𝜎2 𝑿′𝑿 −1= 𝜎2 𝑪′𝑪 − 𝑪′𝑿 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑪= 𝜎2𝑪′ 𝑰 − 𝑿 𝑿′𝑿 −1𝑿′ 𝑪= 𝜎2𝑪′𝑴𝑪= 𝜎2𝑪′𝑴𝑴𝑪= 𝜎2𝑪′𝑴′𝑴𝑪= 𝜎2(𝑴𝑪) ′(𝑴𝑪)= 𝜎2𝑫′𝑫= 𝜎2σ𝑖=1𝑛 𝐷𝑖𝐷𝑖′∼半正定 (PSD)
• 这里，利用了一个基本事实：对于任意实值向量 𝐷𝑖 ∈ ℝ𝑝，方

阵 𝑫′𝑫 ≡ σ𝑖=1𝑛 𝐷𝑖𝐷𝑖′ 总是半正定的，这里 𝑫 = (𝐷1, 𝐷2,···, 𝐷𝑛)′
为一个 𝑛 × 𝑝 维矩阵。(问题：如何证明？)
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第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

证明 (Cont.)：

• (e) 现在证明 𝐸[𝒆′𝒆/(𝑛 − 𝑝)] = 𝜎2。因为 𝒆′𝒆 = 𝜺′𝑴𝟐𝜺 = 𝜺′𝑴𝜺，
以及 tr(𝑨𝑩) = tr(𝑩𝑨)，其中 tr(·) 是迹运算 (trace) 的算符，

可得 𝐸 𝒆′𝒆 ∣ 𝑿 = 𝐸 𝜺′𝑴𝜺 ∣ 𝑿= 𝐸 tr 𝜺′𝑴𝜺 ∣ 𝑿= 𝐸 tr 𝜺𝜺′𝑴 ∣ 𝑿= tr 𝐸 𝜺𝜺′ ∣ 𝑿 𝑴= tr 𝜎2𝑰𝑴= 𝜎2tr(𝑴)= 𝜎2(𝑛 − 𝑝)
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第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

证明 (Cont.)：

• 其中，利用 tr(𝑨𝑩) = tr(𝑩𝑨)，有tr(𝑴) = tr(𝑰) − tr 𝑿 𝑿′𝑿 −1𝑿′= tr(𝑰) − tr 𝑿′𝑿 𝑿′𝑿 −1= 𝑛 − 𝑝
• 因此， 𝐸 𝑠2 ∣ 𝑿 = 𝐸 𝒆′𝒆∣𝑿𝑛−𝑝= ൯𝜎2(𝑛−𝑝𝑛−𝑝= 𝜎2
• 样本残差方差 𝑠2 = 𝒆′𝒆/(𝑛 − 𝑝) 可视为第六章所研究的随机样

本 𝑌𝑖 𝑖=1𝑛 的样本方差 𝑆𝑛2 = (𝑛 − 1)−1σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − ത𝑌 2 的推广。

证毕。
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第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

定理 10.4 的含义

• 定理 10.4 (a) 和 (b) 意味着 ෠𝜃 的条件均方误MSE( ෠𝜃 ∣ 𝑿) = 𝐸 ෠𝜃 − 𝜃0 ෠𝜃 − 𝜃0 ′ ∣ 𝑿= var( ෠𝜃 ∣ 𝑿) + Bias( ෠𝜃 ∣ 𝑿)Bias( ෠𝜃 ∣ 𝑿) ′൯= var( ෠𝜃 ∣ 𝑿
• 其中偏差 Bias( ෠𝜃 ∣ 𝑿) ≡ 𝐸( ෠𝜃 ∣ 𝑿) − 𝜃0 = 𝟎。均方误的大小衡量

了估计量 ෠𝜃 和 𝜃0 的接近程度。
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[有效性]：若 var(෠𝑏 ∣ 𝑿) − var( ෠𝜃 ∣ 𝑿) 为半正定，则参数 𝜃0 的

无偏估计量 ෠𝜃 比其无偏估计量 ෠𝑏 更有效。

定义 10.4

• 当 ෠𝜃 比 ෠𝑏 更有效时，对任意 𝜏 ∈ 𝑹𝑝，有 𝜏 ′𝜏 = 1，𝜏′[var(෠𝑏 ∣ 𝑿) − var( ෠𝜃 ∣ 𝑿)]𝜏 ≥ 0
• 例如，令 𝜏 = (0,···, 1, 0,···, 0)′，当第 𝑗 个元素为 1 且其他元素

为 0 时，有 var ෠𝑏𝑗 − var ෠𝜃𝑗 ≥ 0, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑝

第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性
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第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

• 值得注意，即使存在近似多重共线性，在定理 10.4 假设下，

OLS 估计量 ෠𝜃 仍是最优线性无偏估计量，其中，𝑿′𝑿 是非奇异

矩阵但其最小特征值不会随样本容量 𝑛 的增大而增大。

• 近似多重共线性本质上是一个数据问题，若目的是估计未知参

数 𝜃0，则无法纠正或改善该问题。
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第一节经典线性回归模型

第二节普通最小二乘估计

第三节拟合优度和模型选择准则

第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

第五节 OLS 估计量的抽样分布

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计

第七节参数假设检验

第八节应用与重要特例

第九节广义最小二乘估计

第十节小结

目 录
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第五节 OLS 估计量的抽样分布

• 为了推导 ෠𝜃 的有限样本条件下的抽样分布，现在假设 𝜺 服从

条件正态分布，即 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁 𝟎, 𝜎2𝑰
• 由此条件正态分布假设可推出严格外生性假设 (𝐸(𝜺 ∣ 𝑿) = 𝟎)

和球型误差方差假设 (𝐸(𝜺𝜺′ ∣ 𝑿) = 𝜎2𝑰) 。

• 事实上，在条件正态分布下，𝜺 的条件概率密度函数𝑓(𝜺 ∣ 𝑿) = 12𝜋𝜎2 𝑛 exp − 𝜺′𝜺2𝜎2 = 𝑓(𝜺)
不依赖于 𝑿，从而随机扰动项 𝜺 独立于 𝑿。

• 因此，𝜺 的任何条件矩均不依赖于 𝑿。
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◆ 问题 10.3෠𝜃 的抽样分布是什么？

• 定义权重 𝐶𝑖 = 𝑿′𝑿 −1𝑿𝑖，有෠𝜃 − 𝜃0 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜺= 𝑿′𝑿 −1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖𝜀𝑖= σ𝑖=1𝑛 𝐶𝑖𝜀𝑖 ,

• 因此，给定 𝑿， ෠𝜃 − 𝜃0 是 𝜺 的线性组合，当 𝜺 服从联合正态

分布时， ෠𝜃 − 𝜃0 也服从正态分布。

第五节 OLS 估计量的抽样分布
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[ ෡𝜽 的条件正态分布 (Conditional Normality of ෡𝜽)]：假设𝑿′𝑿 为非奇异矩阵，以及 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁 (𝟎, 𝜎2𝑰)。则对所有 𝑛 > 𝑝，෠𝜃 − 𝜃0 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁 𝟎, 𝜎2 𝑿′𝑿 −1

定理 10.5

证明：

• 给定 𝑿， ෠𝜃 − 𝜃0 是相互独立正态分布的随机变量 𝜀𝑖 𝑖=1𝑛 的线

性加权和，从而 ෠𝜃 − 𝜃0 也服从正态分布。证毕。

注意：

• 当存在近似多重共线性时，只要 𝑿′𝑿 还是非奇异矩阵，OLS 估

计量 ෠𝜃 在有限样本下仍服从条件正态分布 𝑁[𝜃0, 𝜎2 𝑿′𝑿 −1]。

第五节 OLS 估计量的抽样分布
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[ 𝑹(෡𝜽−𝜽𝟎)的条件正态分布]：假设 𝑿′𝑿 为非奇异矩阵，以及𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(0, 𝜎2𝑰)。则对于任何非随机 𝐽 × 𝑝 维矩阵 𝑅 以及所有𝑛 > 𝑝，有 𝑅 ෠𝜃 − 𝜃0 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁 𝟎, 𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′
推论 10.1

第五节 OLS 估计量的抽样分布



第十章经典线性回归分析概率论与统计学 2024-12-30 74

第五节 OLS 估计量的抽样分布

证明：

• 因为给定 𝑿， ෠𝜃 − 𝜃0 服从正态分布。因此，线性组合 𝑅( ෠𝜃 −𝜃0) 的条件分布也服从正态分布，并且𝐸 𝑅 ෠𝜃 − 𝜃0 ∣ 𝑿 = 𝑅𝐸 ෠𝜃 − 𝜃0 ∣ 𝑿 = 𝑅𝟎 = 𝟎
和 var 𝑅 ෠𝜃 − 𝜃0 ∣ 𝑿 = 𝐸 𝑅 ෠𝜃 − 𝜃0 𝑅 ෠𝜃 − 𝜃0 ′ ∣ 𝑿= 𝐸 𝑅 ෠𝜃 − 𝜃0 ෠𝜃 − 𝜃0 ′𝑅′ ∣ 𝑿= 𝑅𝐸 ෠𝜃 − 𝜃0 ෠𝜃 − 𝜃0 ′ ∣ 𝑿 𝑅′= 𝑅var( ෠𝜃 ∣ 𝑿)𝑅′= 𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′

• 从而，𝑅( ෠𝜃 − 𝜃0) ∣ 𝑿 ∼ 𝑁[𝟎, 𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′]。证毕。
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◆ 问题 10.4

在推论 10.1 中，非随机矩阵 𝑅 起什么作用呢？为什么需要

知道 𝑅( ෠𝜃 − 𝜃0) 的条件分布？

• 非随机 𝐽 × 𝑝 维矩阵 𝑅 可视为一个选择矩阵 (selection

matrix)。

✓ 比如，如果 𝑅 = (1, 0,···, 0)，则 𝑅( ෠𝜃 − 𝜃0) = ො𝛼 − 𝛼0。
• 置信区间估计和假设检验需要用到 𝑅( ෠𝜃 − 𝜃0) 的抽样分布。

但是，因为 var(𝜀𝑖) = 𝜎2 是未知的，var 𝑅 ෠𝜃 − 𝜃0 𝑿 =𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ 也是未知的，故需要估计 𝜎2。

第五节 OLS 估计量的抽样分布
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第一节经典线性回归模型

第二节普通最小二乘估计

第三节拟合优度和模型选择准则

第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

第五节 OLS 估计量的抽样分布

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计

第七节参数假设检验

第八节应用与重要特例

第九节广义最小二乘估计

第十节小结
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◆ 问题 10.5

如何估计 var( ෠𝜃 ∣ 𝑿) = 𝜎2 𝑿′𝑿 −1？
• 为了估计 𝜎2，可用残差方差的估计量 𝑠2 = 𝒆′𝒆/(𝑛 − 𝑝)。

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计
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[正态随机变量的二次型 (Quadratic Form of Normal Random

Variables)]：

假设 𝑚 × 1 维随机向量 𝑣 ∼ 𝑁(𝟎, 𝑰)，并且 𝑄 是 𝑚 ×𝑚 维的非

随机对称幂等矩阵，其秩为 𝑞 ≤ 𝑚，则二次型𝑣′𝑄𝑣 ∼ 𝜒𝑞2

引理 10.1

• 在以下应用中，𝑣 = 𝜺/𝜎 ∼ 𝑁(𝟎, 𝑰)，𝑄 = 𝑴。因为 rank(𝑴) =𝑛 − 𝑝，所以 ቤ𝒆′𝒆𝜎2 𝑿 ∼ 𝜒𝑛−𝑝2

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计
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[残差方差估计量 (Residual Variance Estimator)]：假设 𝑿′𝑿 为

非奇异矩阵，以及 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑰)。则对任意的 𝑛 > 𝑝，
(a)

n−𝑝 𝑠2𝜎2 𝑿 = 𝒆′𝒆𝜎2 𝑿 ∼ 𝜒𝑛−𝑝2
(b) 给定 𝑿 的条件下，𝑠2 和 ෠𝜃 是相互独立的。

定理 10.6

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计
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第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计

证明：

• (a) 因为 𝒆 = 𝑴𝜺，所以𝒆′𝒆𝜎2 = 𝜺′𝑴𝜺𝜎2 = 𝜺𝜎 ′𝑴 𝜺𝜎
• 另外，由于 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑰)，且 𝑴 为一个秩为 𝑛 − 𝑝 的幂等

矩阵，根据引理 10.1，有𝒆′𝒆𝜎2 𝑿 = 𝜺′𝑴𝜺𝜎2 𝑿 ∼ 𝜒𝑛−𝑝2
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证明 (Cont.)：

• (b) 以下证明在给定 𝑿 的条件下，𝑠2 和 ෠𝜃 是相互独立的。因

为 𝑠2 = 𝒆′𝒆/(𝑛 − 𝑝) 是 𝒆 的函数，只需要证明 𝒆 和 ෠𝜃 相互独立。

• 首先证明 𝒆 和 ෠𝜃 服从条件联合正态分布。𝒆෠𝜃 − 𝜃0 = 𝑴𝜺𝑿′𝑿 −𝟏𝑿′𝜺 = 𝑴𝑿′𝑿 −1𝑿′ 𝜺 = 𝑨𝜺
• 其中，(𝑛 + 𝑝) × 1 维向量 𝑨 依赖于 𝑿。

• 因为 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(0, 𝜎2𝑰)，线性组合𝑨𝜀 = 𝑴𝑿′𝑿 −1𝑿′ 𝜺
• 在给定 𝑿 条件下也服从正态分布。另外，从定理 10.4 (c)，有cov( ෠𝜃, 𝒆 ∣ 𝑿) = 𝟎。对联合正态分布而言，零相关等价于相互

独立，因此有 ෠𝜃 和 𝒆 相互独立。证毕。

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计
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定理 10.6 的含义

• 定理 10.6 是第六章定理 6.6 和定理 6.7 的推广。为了讨论定理

10.6 的含义，首先回顾 𝜒𝑞2 分布的性质。假设 𝑍𝑖 𝑖=1𝑞 是IID 𝑁(0, 1) 的随机变量，则随机变量𝜒2 =෍𝑖=1𝑞 𝑍𝑖2~𝜒𝑞2
• 𝜒𝑞2 分布有两个重要性质，即： 𝐸 𝜒𝑞2 = 𝑞， var 𝜒𝑞2 = 2𝑞。
• 因此，定理 10.6 (a) 意味着𝐸 อ൫𝑛 − 𝑝)𝑠2𝜎2 𝑿 = 𝑛 − 𝑝
• 从而有 𝐸(𝑠2 ∣ 𝑿) = 𝜎2 。

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计
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定理 10.6 的含义 (Cont.)

• 从定理 10.6 (a) 还可推出，var อ൫𝑛 − 𝑝)𝑠2𝜎2 𝑿 = 2 𝑛 − 𝑝
• 因此有 var 𝑠2 ∣ 𝑿 = 2𝜎4𝑛 − 𝑝
• 这样，当 𝑛 → ∞ 时， 𝑠2 的条件均方误MSE 𝑠2 ∣ 𝑿 = 𝐸 𝑠2 − 𝜎2 2 ∣ 𝑿= var 𝑠2 ∣ 𝑿 + 𝐸 𝑠2 ∣ 𝑿 − 𝜎2 2

= 2𝜎4𝑛 − 𝑝→ 0

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计
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✓ 样本残差方差 𝑠2 = 𝒆′𝒆/(𝑛 − 𝑝) 是随机样本 𝑌𝑖 𝑖=1𝑛 的方差𝑆𝑛2 = 𝑛 − 1)−1σ𝑖=1𝑛 (𝑌𝑖 −ത𝑌 2 的推广。这里，估计残差样

本 𝑒𝑖 𝑖=1𝑛 的自由度为 𝑛 − 𝑝，这是因为随机样本 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖′ 𝑖=1𝑛
有 𝑛 个观测值，可视为有 𝑛 个自由度。

✓ 当估计 𝜎2 时，需要用到估计残差样本 𝑒𝑖 𝑖=1𝑛 。这 𝑛 个估

计残差并不是线性独立的，因为它们必须满足 OLS 估计的

一阶条件，即 𝑿′𝒆 = 𝟎 )(𝑝 × 𝑛) × (𝑛 × 1) = (𝑝 × 1

定理 10.6 (Cont.)

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计
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• 为了估计 𝑝 个未知参数 𝜃0，一阶条件对估计残差样本 𝑒𝑖 𝑖=1𝑛
施加了 𝑝 个约束。从而使得 𝑒𝑖 𝑖=1𝑛 失去 𝑝 个自由度，因此，𝑒𝑖 𝑖=1𝑛 剩下 𝑛 − 𝑝 个自由度。

• 值得注意，样本方差 𝑆𝑛2 可视为只有一个截距项的简单线性回

归模型的残差方差估计量：𝑌𝑖 = 𝜃0+ 𝜀𝑖。

定理 10.6 (Cont.)

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计



第十章经典线性回归分析概率论与统计学 2024-12-30 86

◆ 问题 10.6

为什么 ෠𝜃 和 𝑠2 的抽样分布比较实用？

• ෠𝜃 和 𝑠2 的抽样分布在关于真实模型参数 𝜃0 的置信区间估计

和假设检验中十分有用。

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计
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第一节经典线性回归模型

第二节普通最小二乘估计

第三节拟合优度和模型选择准则

第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

第五节 OLS 估计量的抽样分布

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计

第七节参数假设检验

第八节应用与重要特例

第九节广义最小二乘估计

第十节小结
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• 考虑以下线性参数假设：ℍ0: 𝑅𝜃0 = 𝑟 )(𝐽 × 𝑝)(𝑝 × 1) = (𝐽 × 1
其中

✓ 𝑅 是一个非随机 𝐽 × 𝑝 的选择矩阵，

✓ 𝑟 是一个非随机 𝐽 × 1 维向量，

✓ 𝐽 是 𝑝 个参数 𝜃0 的限制条件个数。假设 𝐽 ≤ 𝑝，即参数的

限制条件个数不超过未知参数 𝜃0 的维数。

• 需要强调，ℍ0 假设检验的前提是关于条件均值 𝐸 𝑌𝑖 𝑋𝑖) 的模

型正确设定。

第七节 参数假设检验
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例 10.2：[转型经济改革效果评估]

• 考虑以下扩展的生产函数l n 𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛽10l n 𝐿𝑖 + 𝛽20l n 𝐾𝑖 + 𝛽30𝐴𝑈𝑖 + 𝛽40𝑃𝑆𝑖 + 𝜀𝑖 ,𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 𝐴𝑈𝑖 是一个反映企业 𝑖 是否有自主权 (autonomy) 的虚拟变量，

• 𝑃𝑆𝑖 是企业 𝑖 与国家的利润分成 (profit sharing) 比例。

第七节 参数假设检验

情况1：

• 如果有兴趣检验自主权 𝐴𝑈𝑖 对企业生产率是否有影响，由于𝜃0 = (𝑎0, 𝛽10, 𝛽20, 𝛽30, 𝛽40)′，则原假设可写成ℍ0𝑎: 𝛽30 = 0
• 这等价于选择 𝑅 = (0, 0, 0, 1, 0) 和 𝑟 = 0。
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情况2：

• 如果有兴趣检验利润分成比例是否影响生产率，可考虑原假设ℍ0𝑏: 𝛽40 = 0
情况3：

• 如果有兴趣检验生产技术是否为规模报酬不变 (constant

return to scale，CRS)，则可考虑原假设ℍ0𝑐 : 𝛽10 + 𝛽20 = 1
• 这等价于选择 𝑅 = (0, 1, 1, 0, 0) 和 𝑟 = 1。

第七节 参数假设检验
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情况4：

• 如果有兴趣检验自主权和利润分成对生产率的联合影响，可

设定原假设： ℍ0𝑑: 𝛽30 = 𝛽40 = 0
• 这等价于选择 𝑅 = 0 0 0 1 00 0 0 0 1𝑟 = 00

第七节 参数假设检验
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例 10.3: [未来即期汇率的无偏预测]

• 考虑线性回归模型𝑆𝑖+𝜏 = 𝛼0 + 𝛽0𝐹𝑖 𝜏 + 𝜀𝑖+𝜏, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
其中

✓ 𝑆𝑖+𝜏 是第 𝑖 + 𝜏 期的即期汇率，

✓ 𝐹𝑖(𝜏) 是远期汇率，即第 𝑖 + 𝜏 期到期的汇率在第 𝑖 期的外

汇价格。

• 原假设是远期汇率 𝐹𝑖(𝜏) 是即期汇率 𝑆𝑖+𝜏 的无偏预测，即)𝐸 𝑆𝑖+𝜏 ∣ 𝐼𝑖 = 𝐹𝑖(𝜏
其中 𝐼𝑖 是第 𝑖 期的信息集。

• 这在经济学和金融学称为预期假说 (expectations hypothesis)。

第七节 参数假设检验
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例 10.3 (Cont.): 

• 给定上述回归模型，这一经济假说可写成以下原假设：ℍ0𝑒: 𝛼0 = 0, 𝛽0 = 1
并且 𝐸 𝜀𝑖+𝜏 ∣ 𝐼𝑖 = 0。

• 这等价于选择 𝑅 = 1 00 1𝑟 = 01

第七节 参数假设检验
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假设检验的基本思想

• 为了检验原假设ℍ0: 𝑅𝜃0 = 𝑟，其中 𝜃0 = (𝛼0, 𝛽0)′
可考虑统计量 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟
并检验它是否显著不等于零。

第七节 参数假设检验
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假设检验的基本思想 (Cont.)

• 若原假设 ℍ0: 𝑅𝜃0 = 𝑟 成立，

✓ 则当 𝑛 → ∞ 时，𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 = 𝑅 ෠𝜃 − 𝜃0 → 𝟎
因为，当 𝑛 → ∞ 时， ෠𝜃 在 MSE 意义上趋近于 𝜃0。

• 若备选假设 𝑅𝜃0 ≠ 𝑟 成立，

✓ 则当 𝑛 → ∞ 时，仍然在 MSE 意义上有 ෠𝜃 − 𝜃0 → 𝟎 (因为

线性回归模型设定正确)，从而有𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 = 𝑅 ෠𝜃 − 𝜃0 + 𝑅𝜃0 − 𝑟→𝑝 𝑅𝜃0 − 𝑟 ≠ 𝟎
即 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 将依概率收敛于非零的极限 𝑅𝜃0 − 𝑟。

第七节 参数假设检验
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假设检验的基本思想 (Cont.)

• 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 在原假设 ℍ0 和备选假设 ℍA 下的行为完全不同。因

此，可通过检验 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 和 𝟎 之间是否存在显著差异来检验ℍ0 是否成立。

✓ 如果 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 接近 𝟎，则没有证据拒绝原假设 ℍ0。
✓ 如果 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 显著地偏离 𝟎，则可拒绝原假设 ℍ0。

• 怎么判定 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 显著接近/偏离 𝟎？

✓ 用 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 抽样分布的临界值来判断 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 的实现值是否

与 𝟎 相接近，而该临界值依赖于样本容量 𝑛 以及事先选

定的显著性水平 𝛼 ∈ (0, 1)。

第七节 参数假设检验
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• 根据推论 10.1，𝑅 ෠𝜃 − 𝜃0 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁 𝟎, 𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′
• 则给定 𝑿 的条件下，有𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 = 𝑅 ෠𝜃 − 𝜃0 + 𝑅𝜃0 − 𝑟∼ 𝑁 𝑅𝜃0 − 𝑟, 𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′

第七节 参数假设检验

◆ 问题

在原假设 ℍ0 下 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 的抽样分布是什么？
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假设 𝑿′𝑿 为非奇异矩阵，以及 𝜀 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑰)。则当原假设ℍ0: 𝑅𝜃0 = 𝑟 成立时，对于所有 𝑛 > 𝑝，有൫𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ∣ 𝑿 ∼ 𝑁 𝟎, 𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′
推论 10.2

第七节 参数假设检验

• 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 并不能作为检验 ℍ0 的一个统计量，因为其条件方差var(𝑅 ෠𝜃 ∣ 𝑿) = 𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ 涉及未知参数 𝜎2，因此无法计算𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 抽样分布的临界值。
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◆ 问题 10.7

如何构建一个可计算的检验统计量呢？

• 检验统计量的构造依赖于参数限制数目 𝐽 的取值，现在分𝐽 = 1 和 𝐽 > 1 两种情形进行讨论。

第七节 参数假设检验
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𝒕- 检验 (𝑱 = 𝟏)

• 在原假设 ℍ0 下，൫𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ∣ 𝑿 ∼ 𝑁 𝟎, 𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′
• 当 𝐽 = 1 时，𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 的条件方差是一个标量：var[(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ∣ 𝑿] = 𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′
• 因此，给定 𝑿 的条件下，𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 ൧var[(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ∣ 𝑿 = 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′)∼ 𝑁(0,1

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验
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◆ 问题𝑅෡𝜃−𝑟𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ 的无条件分布是什么？

• 𝑅෡𝜃−𝑟𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ 的无条件分布是 𝑁(0, 1)。
• 但是，由于 𝜎2 是未知的，不能使用比率𝑅 ෠𝜃 − 𝑟𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′

作为检验统计量。

• 需要将 𝜎2 替换为 𝑠2，后者是 𝜎2 的一个无偏估计量。这样，

获得以下可计算的检验统计量𝑇 = 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟𝑠2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验



第十章经典线性回归分析概率论与统计学 2024-12-30 102

• 但是，这一替换，导致检验统计量 𝑇 不再服从标准正态分布，

而是服从学生 𝑡-分布 (Student’s 𝑡-distribution)，即𝑇 = 𝑅෡𝜃−𝑟𝑠2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′
= 𝑅෡𝜃−𝑟𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′(𝑛−𝑝)𝑠2𝜎2 /(𝑛−𝑝)∼ 𝑁(0,1)𝜒𝑛−𝑝2 /(𝑛−𝑝)∼ 𝑡𝑛−𝑝

其中 𝑡𝑛−𝑝 表示自由度为 𝑛 − 𝑝 的学生 𝑡-分布。

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验
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• 这里，在给定 𝑿 的条件下，检验统计量 𝑇 中的分子𝑅 ෠𝜃 − 𝑟𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ ∼ 𝑁(0,1)
• 而统计量 𝑇 中的分母(𝑛 − 𝑝)𝑠2𝜎2 /(𝑛 − 𝑝) ∼ 𝜒𝑛−𝑝2 /(𝑛 − 𝑝)
• 由于给定 𝑿， ෠𝜃 和 𝑠2 相互独立，统计量 𝑇 中分子与分母也是

相互独立的。

• 根据 𝑡-分布定义，统计量 𝑇 因此服从学生 𝑡𝑛−𝑝-分布。

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验
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• 𝑡𝑞−分布有一个重要性质，即当自由度 𝑞 → ∞，𝑡𝑞 → 𝑁(0, 1)。
这表明，在 ℍ0 下，当 𝑛 → ∞ 时，𝑇 = 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟𝑠2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ →𝑑 𝑁(0,1)

• 这一结论在实际应用中具有重要意义：即当样本容量 𝑛 足够大

时，𝑡𝑛−𝑝 和 𝑁(0, 1) 的临界值几乎没有差异。因此，在大样本

条件下，可使用 𝑁(0, 1) 的临界值。

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验
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基于抽样分布临界值的 𝑡- 检验判断法则
• 推导出检验统计量 𝑇 的抽样分布之后，现在可描述当 𝐽 = 1 时，

一个基于抽样分布临界值的检验原假设 ℍ0 的判断法则：

✓ (a) 拒绝 ℍ0: 𝑅𝜃0 = 𝑟 的条件：在事先给定的显著性水平𝛼 ∈ (0, 1)下，如果 |𝑇| > 𝐶𝑡𝑛−𝑝,𝛼2。𝐶𝑡𝑛−𝑝,𝛼2 是 𝑡𝑛−𝑝-分布在 𝛼2
水平上的右侧临界值，满足𝑃 𝑡𝑛−𝑝 > 𝐶𝑡𝑛−𝑝,𝛼2 = 𝛼2 或等价地 𝑃 𝑡𝑛−𝑝 > 𝐶𝑡𝑛−𝑝,𝛼2 = 𝛼

✓ (b) 无法拒绝原假设 ℍ0: 𝑅𝜃0 = 𝑟 的条件：如果 |𝑇| ≤𝐶𝑡𝑛−𝑝,𝛼2。

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验
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假设检验的两类错误

• 随机样本 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖′ 𝑖=1𝑛 的总体信息有限，ℍ0 检验存在两类错误。

✓ 一类是 ℍ0 为真但是被拒绝，这称为第一类错误。显著性

水平 𝛼 是发生第一类错误的概率。若P ቚ|T| > 𝐶𝑡𝑛−𝑝,𝛼2 ℍ0 = 𝛼
则称该决策规则是尺度为 𝛼 的检验。

✓ 另外，概率 𝑃(|𝑇| > 𝐶𝑡𝑛−𝑝,𝛼2 ∣ ℍ0为假) 称为尺度为 𝛼 的检

验的功效函数。若P ቚ|T| > 𝐶𝑡𝑛−𝑝,𝛼2 ℍ0为假 < 1
则存在 ℍ0 为假但未拒绝的可能性，这称为第二类错误。

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验
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假设检验的两类错误 (Cont.)

• 在理想情况下，应将第一类与第二类错误最小化，但对于任意

给定有限样本，这是无法实现的。

• 在实际应用中，通常先预设第一类错误的水平，即所谓的显著

性水平，然后最小化第二类错误。

• 常见的显著性水平 𝛼 有 10%，5%，1%。

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验
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𝒕- 检验统计量 𝑻 的 𝑷- 值

• 假设观测数据 𝒛𝑛 = 𝑦𝑖 , 𝑥𝑖′ 𝑖=1𝑛 是随机样本 𝒁𝑛 = 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖′ 𝑖=1𝑛 的

一个实现，则可计算 𝑡-检验统计量 𝑇 相应的实现值，即𝑇 𝒛𝑛 = 𝑅 𝒙′𝒙 −1𝒙′𝐲 − 𝑟𝑠2𝑅 𝒙′𝒙 −1𝑅′
• 概率 𝑃 𝒛𝑛 = 𝑃 |𝑇| > 𝑇 𝒛𝑛 ∣ ℍ0= 𝑃 𝑡𝑛−𝑝 > 𝑇 𝒛𝑛

称为给定数据 𝒁𝑛 = 𝒛𝑛 时，检验统计量 𝑇 的 𝑃-值，其中 𝑡𝑛−𝑝
代表一个自由度为 𝑛 − 𝑝 的学生 𝑡-分布随机变量。

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验
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基于 𝑷- 值的判定法则

• (a) 如果 𝑃(𝒛𝑛) < 𝛼，在 𝛼 显著性水平下拒绝 ℍ0: 𝑅𝜃0 = 𝑟；
• (b) 如果 𝑃(𝒛𝑛) ≥ 𝛼，在 𝛼 显著性水平下无法拒绝 ℍ0: 𝑅𝜃0 = 𝑟。

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验
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例 10.4：[转型经济改革效果评估]

• 考虑例 10.2 中扩展的生产函数模型。l n 𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛽10l n 𝐿𝑖 + 𝛽20l n 𝐾𝑖 + 𝛽30𝐴𝑈𝑖 + 𝛽40𝑃𝑆𝑖 + 𝜀𝑖 ,𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 𝐴𝑈𝑖 是一个反映企业 𝑖 是否有自主权 (autonomy) 的虚拟变量，

• 𝑃𝑆𝑖 是企业 𝑖 与国家的利润分成 (profit sharing) 比例。

第七节 参数假设检验

• 首先考虑检验以下原假设ℍ0𝑎: 𝛽30 = 0
• 其中 𝛽30 是扩展生产函数回归模型中的自主权变量 𝐴𝑈𝑖 的系数，

这等价于选择 𝑅 = (0, 0, 0, 1, 0)和 𝑟 = 0。

10.7.1 𝑡 −检验
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例 10.4 (Cont.)：

• 这时，有 𝑠2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ = 𝑠2 𝑿′𝑿 −1 (4,4)= 𝑆෡𝛽32
• 它是 var መ𝛽3 ∣ 𝑿 的估计量，因此 𝒕-检验统计量为𝑇 = 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟𝑠2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′= መ𝛽3𝑆෡𝛽3∼ 𝑡𝑛−5

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验
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• 接着，可检验不变规模报酬假设ℍ0𝑐 : 𝛽10 + 𝛽20 = 1
• 这对应于𝑅 = (0, 1, 1, 0, 0) 和 𝑟 = 1。此时，有𝑠2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ = 𝑆෡𝛽12 + 𝑆෡𝛽22 + 2 ෞcov መ𝛽1, መ𝛽2 ∣ 𝑿= 𝑠2 𝑿′𝑿 −1 (2,2) + 𝑠2 𝑿′𝑿 −1 (3,3) + 2 𝑠2 𝑿′𝑿 −1 (2,3)= 𝑆෡𝛽1+෡𝛽22
• 它是 var( መ𝛽1 + መ𝛽2 ∣ 𝑿) 的估计量。这里， ෞcov መ𝛽1, መ𝛽2 ∣ 𝑿 是 መ𝛽1

和 መ𝛽2 之间条件协方差 cov( መ𝛽1, መ𝛽2 ∣ 𝑿) 的估计量。

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验

例 10.4 (Cont.)：
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• 这里的 𝑡-检验统计量为𝑇 = 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟𝑠2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′= መ𝛽1 + መ𝛽2 − 1𝑆෡𝛽1+෡𝛽2∼ 𝑡𝑛−5

第七节 参数假设检验 10.7.1 𝑡 −检验

例 10.4 (Cont.)：
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◆ 问题 10.8

如果参数限制个数 𝐽 > 1，𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 是一个随机向量。在这种

情形下，如何构造检验统计量？

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验𝑭- 检验 ( 𝑱 > 𝟏)

如果 𝑞 × 1 维随机向量 𝑍 ∼ 𝑁(𝟎, 𝑉 )，其中 𝑉 = var(𝑍) 是 𝑞 × 𝑞
维的对称、有限、非奇异的方差-协方差矩阵，则𝑍′𝑉−1𝑍 ∼ 𝜒𝑞2

引理 10.2
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证明：

• 因为 𝑉 是对称和正定的，可找到一个对称和可逆的矩阵 𝑉 Τ1 2，
使得 𝑉1/2𝑉1/2 = 𝑉𝑉−1/2𝑉−1/2 = 𝑉−1

• 现在，定义一个新的随机变量 𝑌 = 𝑉− Τ1 2𝑍，则 𝐸(𝑌 ) = 𝟎，

且 var(𝑌) = 𝐸 [𝑌 − 𝐸(𝑌)][𝑌 − 𝐸(𝑌)]′= 𝐸 𝑌𝑌′= 𝐸 𝑉−1/2𝑍𝑍′𝑉−1/2= 𝑉−1/2𝐸 𝑍𝑍′ 𝑉−1/2= 𝑉−1/2𝑉𝑉−1/2= 𝑉−1/2𝑉1/2𝑉1/2𝑉−1/2= 𝑰

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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证明 (Cont.)：

• 从而，𝑌 = (𝑌1,···, 𝑌𝑞)′ ∼ 𝑁(𝟎, 𝑰)。因此，𝑌1,···, 𝑌𝑞 是相互独立的

正态分布随机变量，故有 𝑌′𝑌 = σ𝑖=1𝑞 𝑌𝑖2 ∼ 𝜒𝑞2。证毕。

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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• 根据推论 10.2，当原假设 ℍ0: 𝑅𝜃0 = 𝑟 成立时，(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ∣ 𝑿 ∼ 𝑁 𝟎, 𝜎2𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′
• 因此，由引理 10.2，二次型随机变量 อ(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟)𝜎2 𝑿 ∼ 𝜒𝐽2
• 因为 𝜒𝐽2 分布不依赖于 𝑿，二次型随机变量的无条件分布也是𝜒𝐽2 分布：(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟)𝜎2 ∼ 𝜒𝐽2

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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• 由于 𝜎2 是未知的，与构造 𝑡-检验统计量 𝑇 一样，需要将 𝜎2
替换为 𝑠2，从而得二次型统计量(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟)𝑠2

• 这一替换导致二次型的分布不再是 𝜒2 分布，它在除以参数限

制个数 𝐽 后，将服从自由度为 (𝐽, 𝑛 − 𝑝) 的 ℱ- 分布。

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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𝓕 -分布

• 假设 𝑈 ∼ 𝜒𝑝2，𝑉 ∼ 𝜒𝑞2，并且 𝑈 和 𝑉 是相互独立的，则比率Τ𝑈 𝑝Τ𝑉 𝑞 ∼ ℱ𝑝,𝑞
称为服从自由度 (𝑝, 𝑞) 的 ℱ𝑝,𝑞-分布。

• 二次型在除以 𝐽 后，会服从 ℱ𝐽,𝑛−𝑝-分布。将二次型表示为(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟)′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟)/𝐽𝑠2 = (𝑅 ෠𝜃 − 𝑟)′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟)𝜎2 /𝐽(𝑛 − 𝑝)𝑠2𝜎2 /(𝑛 − 𝑝)∼ 𝜒𝐽2/𝐽𝜒𝑛−𝑝2 /(𝑛 − 𝑝)∼ ℱ𝐽,𝑛−𝑝

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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𝑭- 检验统计量

• 其中，ℱ𝐽,𝑛−𝑝 表示自由度为 𝐽 和 𝑛 − 𝑝 的 ℱ-分布。

✓ 分子 (𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟)𝜎2 ∼ 𝜒𝐽2
✓ 分母 (𝑛 − 𝑝)𝑠2𝜎2 ∼ 𝜒𝑛−𝑝2
✓ 分子分母相互独立。

• 根据 ℱ-分布的定义，即可得 ℱ𝐽,𝑛−𝑝-分布。

• 根据以上讨论，可定义以下 𝐹-检验统计量𝐹 ≡ (𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 Τ) 𝐽𝑠2

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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假设 𝑿′𝑿 为非奇异矩阵，以及 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(0, 𝜎2𝑰)。则当原假设ℍ0: 𝑅𝜃0 = 𝑟 成立时，对任意的 𝑛 > 𝑝，有𝐹 ∼ ℱ𝐽,𝑛−𝑝
定理 10.7

• 事实上，𝐹-检验也适用 𝐽 = 1。ℱ-分布有一个重要的性质，ℱ1,𝑞 ∼ 𝑡𝑞2
• 这表明，当 𝐽 = 1 时，使用 𝑡-统计检验或 𝐹-统计检验将得到

完全相同的结论。

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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假设 𝑿′𝑿 为非奇异矩阵，令 𝑆𝑆𝑅𝑢 = 𝒆′𝒆 是以下无约束回归模

型的残差平方和 𝒀 = 𝑿𝜃 + 𝜺
另外，令 𝑆𝑆𝑅𝑟 = ෤𝒆′ ෤𝒆 是以下有约束回归模型的残差平方和𝒀 = 𝑿𝜃 + 𝜺
其约束条件为 𝑅𝜃 = 𝑟
其中 ෤𝒆 = 𝒀 − 𝑿෩𝜽， ෨𝜃 是有约束回归模型的 OLS 估计量。则 𝐹-

检验统计量可写为 𝐹 = Τ෤𝒆′෤𝒆 − 𝒆′𝒆 𝐽)𝒆′ Τ𝒆 ( 𝑛 − 𝑝

定理 10.8

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验

证明：

• ෨𝜃 是在原假设 ℍ0 成立时有约束线性回归模型的 OLS 估计量，

即 ෨𝜃 = arg min𝜃∈ℝ𝑝(𝒀 − 𝑿𝜃)′(𝒀 − 𝑿𝜃)
• 其中约束条件为 𝑅𝜃 = 𝑟。首先，构建拉格朗日函数，𝐿(𝜃, 𝜆) = (𝒀 − 𝑿𝜃)′(𝒀 − 𝑿𝜃) + 2𝜆′(𝑟 − 𝑅𝜃)
• 其中 𝜆 是一个 𝐽 × 1 的向量，称为拉格朗日乘子向量。

• 拉格朗日函数的一阶条件为：൯𝜕𝐿( ෨𝜃, ሚ𝜆𝜕𝜃 = −2𝑿′(𝒀 − 𝑿 ෨𝜃) − 2𝑅′ ሚ𝜆 = 𝟎𝜕𝐿( ෨𝜃, ሚ𝜆)𝜕𝜆 = 2(𝑟 − 𝑅 ෨𝜃) = 𝟎
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证明 (Cont.)：

• 另一方面，无约束回归模型的 OLS 估计量是 ෠𝜃 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝒀，

结合上述一阶条件的第一个方程，可得−( ෠𝜃 − ෨𝜃) = 𝑿′𝑿 −1𝑅′ ሚ𝜆൯𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ ሚ𝜆 = −𝑅( ෠𝜃 − ෨𝜃
• 因此，拉格朗日乘子为 ൯ሚ𝜆 = − 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1𝑅( ෠𝜃 − ෨𝜃൯= − 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟

这里使用了约束条件 𝑅 ෨𝜃 = 𝑟。
• 从 ሚ𝜆 的表达式可看出， ሚ𝜆 的大小揭示了 𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 与 𝟎 之间差

距的大小。

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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证明 (Cont.)：

• 现在，将 ሚ𝜆 表达式代入 ෠𝜃 − ෨𝜃 的表达式，可得 ൯෠𝜃 − ෨𝜃 = 𝑿′𝑿 −1𝑅′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟
• 根据定义，有约束的回归模型的估计残差෤𝒆 = 𝒀 − 𝑿 ෨𝜃 ൯= 𝒀 − 𝑿෠𝜃 + 𝑿( ෠𝜃 − ෨𝜃൯= 𝒆 + 𝑿( ෠𝜃 − ෨𝜃
• 故有 ൯෤𝒆′ ෤𝒆 = 𝒆′𝒆 + ( ෠𝜃 − ෨𝜃) ′𝑿′𝑿( ෠𝜃 − ෨𝜃 ൯= 𝒆′𝒆 + (𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟
• 因此 ൫𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) = ෤𝒆′ ෤𝒆 − 𝒆′𝒆

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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证明 (Cont.)：

• 由 𝐹 −检验统计量的定义，得𝐹 = (𝑅 ෠𝜃 − 𝑟) ′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟 Τ) 𝐽𝑠2= Τ෤𝒆′ ෤𝒆 − 𝒆′𝒆 𝐽)𝒆′ Τ𝒆 ( 𝑛 − 𝑝
证毕。

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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• 若原假设 ℍ0 为真，则有约束模型的残差平方和 𝑆𝑆𝑅𝑟 几乎等

于无约束模型的残差平方和，只受抽样变化导致的差异所影响。

• 若 𝑆𝑆𝑅𝑟 显著大于 𝑆𝑆𝑅𝑢，则存在证据拒绝 ℍ0，而 𝑆𝑆𝑅𝑟 与𝑆𝑆𝑅𝑢 相差多大才算足够大则取决于 ℱ𝐽,𝑛−𝑝-分布的临界值。

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验
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[沃尔德检验 ]：假设 𝑿′𝑿 为非奇异矩阵，以及 𝜺 ∣ 𝑿 ∼𝑁(𝟎, 𝜎2𝑰)。则当原假设 ℍ0: 𝑅𝜃0 = 𝑟 成立且 𝑛 → ∞ 时，沃尔德

检验统计量𝑊 = (𝑅 ෠𝜃 − 𝑟)′ 𝑅 𝑿′𝑿 −1𝑅′ −1(𝑅 ෠𝜃 − 𝑟)𝑠2 = 𝐽𝐹 →𝑑 𝜒𝐽2

定理 10.9

第七节 参数假设检验 10.7.2 𝐹 −检验

• 这里定义的沃尔德检验统计量 𝑊 与 𝐹-检验统计量 𝐹 只相差一

个比例常数 𝐽，这是因为假设条件同方差成立。

• 如果存在条件异方差，仍然可以定义稳健沃尔德检验统计量，

但是 𝑊 = 𝐽𝐹 这一关系将不再成立，更多讨论参见洪永淼

(2011，第四章)。
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10.8.1 检验所有解释变量的联合显著性

• 考虑以下线性回归模型𝑌𝑖 = 𝑋𝑖′𝜃0 + 𝜀𝑖= 𝛼0 +෍𝑗=1𝑘 𝛽𝑗0𝑋𝑗𝑖 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 这里的目的是检验除截距 𝛼0 外，所有自变量 𝑋1𝑖 ,···, 𝑋𝑘𝑖 的联

合影响是否为零。

✓ ℍ0: 𝛽10 = ⋯ = 𝛽𝑘0 = 0
✓ ℍ𝐴 :至少存在一个 𝑗 ∈ {1,⋯ , 𝑘}, 𝛽𝑗0 ≠ 0

• 可使用 𝐹-检验 𝐹 ∼ ℱ𝑘,𝑛−(𝑘+1)。

第八节 应用与重要特例 10.8.1 检验所有解释变量的联合显著性
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• ℍ0: 𝛽10 = ⋯ = 𝛽𝑘0 = 0 成立时的约束回归模型可简化为𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 这个约束模型的 OLS 估计量为 ෨𝜃 = (ത𝑌, 0,···, 0)′，这里 ത𝑌 为𝑌𝑡 𝑖=1𝑛 的样本均值。从而，෤𝒆 = 𝒀 − 𝑿 ෨𝜃 = 𝒀 − ത𝑌𝒍
• 这里 𝒍 = (1,···, 1)′ 为 𝑛 × 1 维向量。因此，有൯෤𝒆′ ෤𝒆 = (𝒀 − ത𝑌𝒍) ′(𝒀 − ത𝑌𝒍
• 根据 𝑅2 的定义：𝑅2 = 1 − 𝒆′𝒆𝒀 − ത𝑌𝒍) ′(𝒀 − ത𝑌𝒍= 1 − 𝒆′𝒆෤𝒆′ ෤𝒆

第八节 应用与重要特例 10.8.1 检验所有解释变量的联合显著性
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• 可得 𝐹 = Τ෤𝒆′ ෤𝒆 − 𝒆′𝒆 𝑘 )𝒆′ Τ𝒆 ( 𝑛 − 𝑘 − 1
= ൗ1 − 𝒆′𝒆෤𝒆′ ෤𝒆 𝑘 ൰ൗ𝒆′𝒆෤𝒆′ ෤𝒆 ( 𝑛 − 𝑘 − 1= Τ𝑅2 𝑘 )Τ1 − 𝑅2 ( 𝑛 − 𝑘 − 1

• 因此，为了检验上述联合假设 ℍ0: 𝛽10 = ⋯ = 𝛽𝑘0 = 0 ，只需

估计无约束模型并获得其 𝑅2。需要强调，这一公式仅在检验

除截距项外所有自变量系数都为零的原假设时才能适用。

第八节 应用与重要特例 10.8.1 检验所有解释变量的联合显著性
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例 10.5：[有效市场假说 (Efficient Market Hypothesis，
EMH)]

• 假设

✓ 𝑌𝑖 是第 𝑖 期的某一资产收益率，

✓ 𝐼𝑖−1 是第 𝑖 − 1 期的历史信息集。

• 有效市场假说的经典版本可表述如下：𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝐼𝑖−1 = 𝐸 𝑌𝑖
• 为了检验资产收益率是否可利用其历史信息进行预测，设定以

下线性回归模型： 𝑌𝑖 = 𝑋𝑖′𝜃0 + 𝜀𝑖
其中 𝑋𝑖 = 1, 𝑌𝑖−1, ⋯ , 𝑌𝑖−𝑘 ′，这是一个 𝑘 阶自回归模型。

第八节 应用与重要特例 10.8.1 检验所有解释变量的联合显著性
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• 在有效市场假设下，有 ℍ0: 𝛽10 = ⋯ = 𝛽𝑘0 = 0
• 如果备选假设 ℍ𝐴:至少存在某个 𝑗 ∈ 1,⋯ , 𝑘 , 𝛽𝑗0 ≠ 0 成立，

则可利用资产收益率的历史信息预测未来的资产收益率。

• 注意：有这样一种可能性，即 𝑌𝑖 与 {𝑌𝑖−𝑗 , 𝑗 = 1,···, 𝑘}不存在

线性关系，但却存在非线性关系。因此，使用 𝐹-检验，如果

没有拒绝 ℍ0，只能称没有发现拒绝有效市场假说的证据，不

能得到有效市场假说成立的结论。

第八节 应用与重要特例 10.8.1 检验所有解释变量的联合显著性

例 10.5 (Cont.)：
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• 令

✓ 𝑌𝑖 为消费，

✓ 𝑋1𝑖 为劳动力收入，

✓ 𝑋2𝑖 为流动性资产财富。

• 假设使用某一数据，得到以下线性回归模型 OLS 估计结果：𝑌𝑖 = 33.88 − 26.00𝑋1𝑖 + 6.71𝑋2𝑖 + 𝑒𝑖 , 𝑅2 = 0.742, 𝑛 = 25]1.77 −0.74 [0.77
其中方括号中的数字为 𝑡-检验统计量。

第八节 应用与重要特例 10.8.1 检验所有解释变量的联合显著性

例 10.6：[消费函数和财富效应]
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• 假设想考察劳动收入或流动性资产财富是否对消费有影响。

劳动收入与财富的单独 𝑡-检验统计量在 5% 显著性水平上均

不显著。由于可能存在近似多重共线性，也必须检验劳动收

入与财富是否不具有联合显著性。为此，计算 𝐹-检验统计量，𝐹 = Τ𝑅2 2 )Τ1−𝑅2 (𝑛−3 ]= ( Τ0.742 2 Τ) [ (1 − 0.742 Τ) ( 25 − 3)≈ 31.636
• 与分布 ℱ𝑘,𝑛−(𝑘+1) = ℱ2,22 在 5% 显著性水平的临界值 4.38 相

比较，可在 5% 显著性水平上拒绝收入和流动性资产对消费

均没有影响的联合原假设。

第八节 应用与重要特例 10.8.1 检验所有解释变量的联合显著性

例 10.6 (Cont.)：



第十章经典线性回归分析概率论与统计学 2024-12-30 137

10.8.2 检验遗漏变量

• 假设 𝑋𝑖 = 𝑋𝑖(1)′, 𝑋𝑖(2)′ ′，其中，𝑋𝑖(1) 是 (𝑘 + 1) × 1维向量，𝑋𝑖(2) 是 𝑞 × 1维向量。
✓ 如果 𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖 = 𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖(1) ，则 𝑋𝑖(2) 对 𝑌𝑖 的条件均值没

有解释力，
✓ 如果 𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖 ≠ 𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝑋𝑖(1) ，则说明 𝑋𝑖(2) 对 𝑌𝑖 的条件均

值有解释力。

• 当 𝑋𝑖(2) 对 𝑌𝑖 有解释力，但却没有包含在回归方程中时，则称𝑋𝑖(2) 为遗漏变量。

第八节 应用与重要特例 10.8.2 检验遗漏变量
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◆ 问题 10.11

如何在线性回归模型的框架下检验 𝑋𝑖(2) 是否为遗漏变量？

• 这里有约束的回归模型为𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛽10𝑋1𝑖 +⋯+ 𝛽𝑘0𝑋𝑘𝑖 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 假设 𝑋𝑖(2) = 𝑍1𝑖 , ⋯ , 𝑍𝑞𝑖 ′，则无约束回归模型为𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛽10𝑋1𝑖 +⋯+ 𝛽𝑘0𝑋𝑘𝑖 + 𝛾10𝑍1𝑖 +⋯+ 𝛾𝑞0𝑍𝑞𝑖 + 𝜀𝑖 ,𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 原假设是新增变量对 𝑌𝑖 没有影响。可表述为以下参数假设：ℍ0: 𝛾10 = 𝛾20 = ⋯ = 𝛾𝑞0 = 0
• 备选假设 ℍ𝐴：至少有一个新增解释变量的系数不为零。

• 𝑭-检验统计量：𝐹 = Τ෤𝒆′ ෤𝒆−𝒆′𝒆 𝑞 )𝒆′ Τ𝒆 (𝑛−𝑘−𝑞−1 ∼ ℱ )𝑞,𝑛−(𝑘+𝑞+1

第八节 应用与重要特例 10.8.2 检验遗漏变量
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• 考虑以下扩展生产函数 (参见本章例 10.2)l n 𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛽10l n 𝐿𝑖 + 𝛽20l n 𝐾𝑖 + 𝛽30𝐴𝑈𝑖 + 𝛽40𝑃𝑆𝑖 + 𝛽50𝐶𝑀𝑖 + 𝜀𝑖 ,
其中

✓ 𝐴𝑈𝑖 是自主权 (autonomy) 虚拟变量，

✓ 𝑃𝑆𝑖 是利润分成 (profit sharing) 比例，

✓ 𝐶𝑀𝑖 是经理更换 (change of manager) 虚拟变量。

• 原假设是这三项改革均没有效果。即ℍ0: 𝛽30 = 𝛽40 = 𝛽50 = 0
• 可用 𝐹-检验。在原假设 ℍ0 下，𝐹 ∼ ℱ3,𝑛−6。

第八节 应用与重要特例

例 10.7：[转型经济改革效果评估]

10.8.2 检验遗漏变量
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• 考虑二元时间序列 𝑌𝑖 , 𝑋𝑖 ，其中

✓ 𝑖 表示时间，

✓ 𝐼𝑖−1(𝑌) 是由 {𝑌𝑖−1, 𝑌𝑖−2,···}生成的 𝜎-域，

✓ 𝐼𝑖−1(X) 是由 {𝑋𝑖−1, 𝑋𝑖−2,···}生成的 𝜎-域。

• 一个例子是 𝑌𝑖 表示 GDP 增长率，𝑋𝑖 表示货币供应增长率。若𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝐼𝑖−1𝑌 , 𝐼𝑖−1𝑋 = 𝐸 𝑌𝑖 ∣ 𝐼𝑖−1𝑌
则称 𝑋𝑖 不是 𝑌𝑖 的格兰杰原因。

• 换言之，在给定 𝐼𝑖−1(𝑌) 的条件下，𝑋𝑖 的任何滞后变量对 𝑌𝑖 的条

件均值都没有影响。

第八节 应用与重要特例

例 10.8：[格兰杰因果关系 (Granger Causality) 检验]

10.8.2 检验遗漏变量
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• 格兰杰因果关系是定义在预测能力上的，而不是真正的经济因

果关系。从计量经济学的观点看，它是时间序列回归动态模型

是否存在遗漏变量的一种检验。

第八节 应用与重要特例

例 10.8 (Cont.)：

10.8.2 检验遗漏变量
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◆ 问题 10.12

如何进行格兰杰因果关系检验呢？

• Granger (1969) 最早提出用 𝐹- 检验来检验格兰杰因果关系。

考虑以下线性回归模型：𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛽10𝑌𝑖−1 +⋯+ 𝛽𝑝0𝑌𝑖−𝑝 + 𝛾10𝑋𝑖−1 +⋯+ 𝛾𝑞0𝑋𝑖−𝑞 + 𝜀𝑖
• 如果不存在格兰杰原因，有ℍ0: 𝛾10 = ⋯ = 𝛾𝑞0 = 0
• 根据经典线性回归理论，𝐹-检验统计量𝐹 ∼ ℱ )𝑞,𝑛−(𝑝+𝑞+1 .

第八节 应用与重要特例 10.8.2 检验遗漏变量
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• 需要指出，经典线性回归理论其实并不适用，因为这里的线

性回归模型是一个动态回归模型，不满足严格外生性条件

(𝐸(𝜀𝑖 ∣ 𝑿) = 𝟎)。

• 但是，渐近理论可证明，如果满足条件同方差假设，当原假

设 ℍ0 ∶ 𝛾10 =···= 𝛾𝑞0 = 0 成立时，即使是线性动态回归模

型，当 𝑛 → ∞，仍有 𝑞𝐹 →𝑑 𝜒𝑞2。
• 详细讨论参见洪永淼 (2011，第五章)。

第八节 应用与重要特例 10.8.2 检验遗漏变量
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• 考虑以下双变量回归模型：𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛽0𝑋1𝑖 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
✓ 其中 𝑖 代表时间，假设 {𝑋1𝑖} 和 {𝜀𝑖} 相互独立。

• 假 设 在 时 间 点 𝑖 = 𝑖0 ， 可 能 发 生 了 突 变 性 结 构 性 变 化

(structural break)。因此，考虑以下扩展的回归模型：𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛼10𝐷𝑖 + 𝛽0 + 𝛽10𝐷𝑖 𝑋1𝑖 + 𝜀𝑖= 𝛼0 + 𝛽0𝑋1𝑖 + 𝛼10𝐷𝑖 + 𝛽10 𝐷𝑖𝑋1𝑖 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 其中，变量 𝐷𝑖 称为结构变化虚拟变量，刻画结构变化前后不

同的时期。

✓ 如果 𝑖 > 𝑖0，𝐷𝑖 = 1；
✓ 如果 𝑖 ≤ 𝑖0，𝐷𝑖 = 0。

第八节 应用与重要特例

例 10.9：[检验结构变化]

10.8.2 检验遗漏变量
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• 当没有结构变化时，以下参数原假设成立 ℍ0: 𝛼10 = 𝛽10 = 0
• 如果备选假设 ℍ𝐴: 𝛼10 ≠ 0或 𝛽10 ≠ 0 成立，则条件均值 𝐸(𝑌𝑖 ∣𝑋𝑖) 存在着结构变化。

• 𝐹- 检验统计量 𝐹 ∼ ℱ2,𝑛−4
✓ 这一检验 (Chow’s test) 最早是由 Chow (1960) 提出的。

第八节 应用与重要特例

例 10.9 (Cont.)

10.8.2 检验遗漏变量
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• 考虑以下扩展生产函数 (参见例 10.7)：l n 𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛽10l n 𝐿𝑖 + 𝛽20l n 𝐾𝑖 + 𝛽30𝐴𝑈𝑖 + 𝛽40𝑃𝑆𝑖 + 𝛽50𝐶𝑀𝑖 + 𝜀𝑖
✓ CRS 等价于原假设 ℍ0: 𝛽10 + 𝛽20 = 1
✓ 备选假设为 ℍ𝐴: 𝛽10 + 𝛽20 ≠ 1

• 在原假设 ℍ0: 𝛽10 + 𝛽20 = 1 下的有约束的回归模型为l n 𝑌𝑖 = 𝛼0 + 𝛽10l n 𝐿𝑖 + 1 − 𝛽10 l n 𝐾𝑖 + 𝛽30𝐴𝑈𝑖 + 𝛽40𝑃𝑆𝑖 + 𝛽50𝐶𝑀𝑖 + 𝜀𝑖
这等价于以下回归模型l n Τ𝑌𝑖 𝐾𝑖 = 𝛼0 + 𝛽10l n Τ𝐿𝑖 𝐾𝑖 + 𝛽30𝐴𝑈𝑖 + 𝛽40𝑃𝑆𝑖 + 𝛽50𝐶𝑀𝑖 + 𝜀𝑖

• 相应的 𝐹- 检验统计量：𝐹 ∼ ℱ1,𝑛−6。这里由于原假设只有一

个约束，𝑡- 检验和 𝐹- 检验均可用于检验固定规模收益假说。

第八节 应用与重要特例

例 10.10：[检验固定规模报酬]

10.8.3 检验线性参数约束
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• 在时间序列下考察工资函数𝑊𝑖 = 𝑎0 + 𝛽10𝑃𝑖 + 𝛽20𝑃𝑖−1 + 𝛽30𝑈𝑖 + 𝛽40𝑉𝑖 + 𝛽50𝑊𝑖−1 + 𝜀𝑖 ,𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 其中，

✓ 𝑖 表示时间，

✓ 𝑊𝑖 表示工资，

✓ 𝑃𝑖 表示价格，

✓ 𝑈𝑖 表示失业，

✓ 𝑉𝑖 表示空缺岗位数。

• 检验原假设 ℍ0: 𝛽10 + 𝛽20 = 0, 𝛽30 + 𝛽40 = 0,且 𝛽50 = 1

第八节 应用与重要特例

例 10.11：[工资决定机制]

10.8.3 检验线性参数约束
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• 原假设 ℍ0 提供了一个很好的经济解释，从原假设可得以下有

约束的工资等式Δ𝑊𝑖 = 𝑎0 + 𝛽10Δ𝑃𝑖 + 𝛽40𝐷𝑖 + 𝜀𝑖
• 其中，

✓ Δ𝑊𝑖 = 𝑊𝑖 −𝑊𝑖−1 是工资增长率，

✓ Δ𝑃𝑖 = 𝑃𝑖 − 𝑃𝑖−1 是通货膨胀率，

✓ 𝐷𝑖 = 𝑉𝑖 − 𝑈𝑖 是就业市场岗位供应过剩指数。

• 因此，原假设 ℍ0 表示工资增长取决于通货膨胀率和劳动力供

应过剩。

• ℍ0 的 𝐹-检验统计量： 𝐹 ∼ ℱ3,𝑛−6

第八节 应用与重要特例

例 10.11 (Cont.)：

10.8.3 检验线性参数约束
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第一节经典线性回归模型

第二节普通最小二乘估计

第三节拟合优度和模型选择准则

第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

第五节 OLS 估计量的抽样分布

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计

第七节参数假设检验

第八节应用与重要特例

第九节广义最小二乘估计

第十节小结

目 录



第十章经典线性回归分析概率论与统计学 2024-12-30 150

经典线性回归模型的关键假设

• 线性：𝑌𝑖 = 𝑋𝑖′𝜃 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 条件正态分布： 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑰)

✓ 严格外生：𝐸(𝜺 ∣ 𝐗) = 𝟎;

✓ 条件同方差：𝐸(𝜺𝜺′ ∣ 𝐗) = 𝜎2𝐼;
• 𝜆𝑚𝑖𝑛 𝐗′𝑿 > 0;

• 条件不相关: cov 𝜀𝑡 , 𝜀𝑠 ∣ 𝐗 = 0 for 𝑡 ≠ 𝑠.

第九节 广义最小二乘估计
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第九节 广义最小二乘估计

◆ 问题

经典线性回归模型依赖于关键假设 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑰)。这里

除了条件正态分布外，还包含不存在条件异方差和条件自相

关。如果某些假设 (如条件同方差或条件不相关) 不成立，会

出现什么问题？
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条件正态分布假设的放宽

由条件正态分布假设 (𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑰)) 可推导出 OLS 估计量 ෠𝜃
及其相关统计量的有限样本分布，但这一假设对很多经济金融数

据并不合适。

• 现在假设以下更一般的条件：𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2 𝑽)
• 其中 0 < 𝜎2 < ∞ 是未知的，但 𝑽 = 𝑉(𝑿)是一个已知的 𝑛 × 𝑛

维对称有限正定矩阵。

第九节 广义最小二乘估计
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条件异方差或条件自相关

• 这里 𝜺 的条件分布仍为正态分布，且严格外生性条件成立，但

是存在条件异方差或条件自相关，因为var(𝜺 ∣ 𝑿) = 𝐸 𝜺𝜺′ ∣ 𝑿= 𝜎2𝑽= 𝜎2𝑉(𝑿)
• var(𝜺 ∣ 𝑿) 仅包含一个未知常数 𝜎2，但它允许存在已知形式的

条件异方差 𝑉(𝑿)。
• 𝑽 = 𝑉(𝑿) 有可能不是对角阵，即对 𝑖 ≠ 𝑗, cov 𝜀𝑖 , 𝜀𝑗 ∣ 𝑿 可能不

为零，因此，允许存在已知形式的条件异方差与条件自相关。

✓ 若 𝑖 表示时间，则存在序列相关。

✓ 若 𝑖 表示截面单位，则存在空间相关 (spatial dependence)。

第九节 广义最小二乘估计
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第九节 广义最小二乘估计

◆ 问题

在上述更一般的条件正态分布假设下，OLS 估计量 ෠𝜃 的统计

性质是怎样的？
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假设 𝑿′𝑿 为非奇异矩阵，且 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑽 )，其中 𝑽 ≡𝑉(𝑿) 为一个已知的 𝑛 × 𝑛 维有界对称非奇异矩阵。则对所有𝑛 > 𝑝，
(a) [无偏性 (unbiasedness)] 𝐸( ෠𝜃 ∣ 𝑿) = 𝜃0
(b) [方差 (variance)]var( ෠𝜃 ∣ 𝑿) = 𝜎2 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑽 𝑿 𝑿′𝑿 −1 ≠ 𝜎2 𝑿′𝑿 −1
(c) [正态分布 (normality)]( ෠𝜃 − 𝜃0) ∣ 𝑿 ∼ 𝑁[𝟎, 𝜎2 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑽 𝑿 𝑿′𝑿 −1]
(d) [相关性 (correlatedness)] cov( ෠𝜃, 𝒆 ∣ 𝑿) ≠ 𝟎

定理 10.10

第九节 广义最小二乘估计



第十章经典线性回归分析概率论与统计学 2024-12-30 156

第九节 广义最小二乘估计

证明：

• (a) 由 ෠𝜃 − 𝜃0 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜺，得𝐸 ෠𝜃 − 𝜃0 ∣ 𝑿 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝐸(𝜺 ∣ 𝑿)= 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝟎= 𝟎
• (b) var( ෠𝜃 ∣ 𝑿) = 𝐸 [ ෠𝜃 − 𝐸( ෠𝜃 ∣ 𝑿)][ ෠𝜃 − 𝐸( ෠𝜃 ∣ 𝑿)]′ ∣ 𝑿= 𝐸 ෠𝜃 − 𝜃0 ෠𝜃 − 𝜃0 ′ ∣ 𝑿= 𝐸 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜺𝜺′𝑿 𝑿′𝑿 −1 ∣ 𝑿= 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝐸 𝜺𝜺′ ∣ 𝑿 𝑿 𝑿′𝑿 −1= 𝜎2 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑽𝑿 𝑿′𝑿 −1
• 由于 𝑽 ≠ 𝑰，无法进一步简化上述表达式。
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第九节 广义最小二乘估计

证明 (Cont.)：

• (c) 在给定 𝑿 的条件下， ෠𝜃 − 𝜃0 仍是 𝜺 的线性组合：෠𝜃 − 𝜃0 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜺=෍𝑖=1𝑛 𝐶𝑖𝜀𝑖
其中权重向量 𝐶𝑖 = 𝑿′𝑿 −1𝑋𝑖。

• 因此，在假设 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑽 ) 条件下， ෠𝜃 − 𝜃0 仍服从条件

正态分布，即给定 𝑿，෠𝜃 − 𝜃0 ∼ 𝑁 𝟎, 𝜎2 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑽𝑿 𝑿′𝑿 −1
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第九节 广义最小二乘估计

证明 (Cont.)：

• (d) 因为 𝑿′𝑽𝑴 ≠ 0，故cov( ෠𝜃, 𝒆 ∣ 𝑿) = 𝐸 [ ෠𝜃 − 𝐸( ෠𝜃 ∣ 𝑿)][𝒆 − 𝐸(𝒆 ∣ 𝑿)]′ ∣ 𝑿= 𝐸 ෠𝜃 − 𝜃0 𝒆′ ∣ 𝑿= 𝐸 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝜺𝜺′𝑴 ∣ 𝑿= 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝐸 𝜺𝜺′ ∣ 𝑿 𝑴= 𝜎2 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑽𝑴≠ 𝟎
• 可以看出，由于随机扰动项序列 {𝜀𝑖} 存在条件异方差 (var(𝜀𝑖 ∣𝑿) ≠ 𝜎2) 或者条件自相关 (cov(𝜀𝑖 , 𝜀𝑗 ∣ 𝑿) ≠ 0)，导致了 ෠𝜃 和 𝒆

之间存在相关性。

证毕。
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第九节 广义最小二乘估计

定理 10.10 的含义

• 在条件正态分布 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑽 ) 假设下，OLS 估计量 ෠𝜃 仍

然是无偏的。

• 但是， ෠𝜃 的方差不再具有简单的形式 𝜎2 𝑿′𝑿 −1，而是比较复

杂的 𝜎2 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑽 𝑿 𝑿′𝑿 −1 。因此，建立在简单方差形式𝜎2 𝑿′𝑿 −1 基础上的经典 𝑡-检验和 𝐹-检验均无效。

• 定 理 10.10 结 论 (d) 还 表 明 ， 即 使 使 用 正 确 方 差𝜎2 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑽 𝑿 𝑿′𝑿 −1 的一致估计量，并用它来构造检验统

计量，仍然无法获得有限样本条件下的学生 𝑡-分布和 𝐹-分布。

因为，由于给定 𝑿， ෠𝜃 和 𝒆 存在相关性，𝑡-检验统计量和 𝐹-

检验统计量定义中的分子和分母不再相互独立。
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[乔里斯基分解 (Cholesky factorization)]：对任意 𝑛 × 𝑛维对

称有限正定矩阵 𝑽 ，总可分解为𝑽−1 = 𝑪′𝑪𝑽 = 𝑪−1 𝑪′ −1
其中，𝑪 是一个 𝑛 × 𝑛维的非奇异矩阵。

引理 10.3

第九节 广义最小二乘估计

• 这里，𝑪 可能是非对称的矩阵。
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第九节 广义最小二乘估计

广义最小二乘 (GLS) 估计量

• 回顾线性回归模型 𝒀 = 𝑿𝜃0 + 𝜺
• 如果方程两边同时左乘 𝑪，可得到以下变换回归模型𝑪𝒀 = (𝑪𝑿)𝜃0 + 𝑪𝜺

或 𝒀∗ = 𝑿∗𝜃0 + 𝜺∗
其中 𝒀∗ = 𝑪𝒀，𝑿∗ = 𝑪𝑿，𝜺∗ = 𝑪𝜺。

• 变换后的线性回归模型的 OLS 估计量෠𝜃∗ = 𝑿∗′𝑿∗ −1𝑿∗′𝒀∗= 𝑿′𝑪′𝑪𝑿 −1 𝑿′𝑪′𝑪𝒀= 𝑿′𝑽−1𝑿 −1𝑿′𝑽−1𝒀
• 称为广义最小二乘 (GLS) 估计量。
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第九节 广义最小二乘估计

◆ 问题

GLS 估计量的概率统计性质是怎样的？

• 观察到 𝐸 𝜺∗ ∣ 𝑿 = 𝐸(𝑪𝜺 ∣ 𝑿)= 𝑪𝐸(𝜺 ∣ 𝑿)= 𝑪𝟎= 𝟎
• 并且 var 𝜺∗ ∣ 𝑿 = 𝐸 𝜺∗𝜺∗′ ∣ 𝑿= 𝐸(𝑪𝜺𝜺′𝑪′ ∣ 𝑿)= 𝑪𝐸 𝜺𝜺′ ∣ 𝑿 𝑪′= 𝜎2𝑪𝑽𝑪′= 𝜎2𝑪 𝑪−1 𝑪′ −1 𝑪′= 𝜎2𝑰
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第九节 广义最小二乘估计

• 由假设 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑽 )，可得𝜺∗ ∣ 𝑿 ∼ 𝑁 𝟎, 𝜎2𝑰
• 上述变换使新随机扰动项 𝜺∗ 变成具有条件同方差和不存在条

件自相关的扰动项，且服从条件正态分布，因此它满足高斯-

马尔可夫定理的条件。
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例 10.12：[消除异方差]

• 假设

𝑽 = 𝜎12 0 ⋯ 00 𝜎22 ⋯ 0⋮ ⋮ ⋮ 00 ⋯ ⋯ 𝜎𝑛2
• 则

𝑪 = 𝜎1−1 0 ⋯ 00 𝜎2−1 ⋯ 0⋮ ⋮ ⋮ 00 ⋯ ⋯ 𝜎𝑛−1
其中 𝜎𝑖2 = 𝜎𝑖2(𝑿)，𝑖 = 1,···, 𝑛，并且𝜺∗ = 𝑪𝜺 = 𝜀1𝜎1 , 𝜀2𝜎2 , ⋯ , 𝜀𝑛𝜎𝑛 ′

第九节 广义最小二乘估计
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例 10.12 (Cont.)：

• 变换回归模型为𝑌𝑖∗ = 𝑋𝑖∗′𝜃0 + 𝜀𝑖∗, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 其中 𝑌𝑖∗ = 𝑌𝑖𝜎𝑖𝑋𝑖∗ = 𝑋𝑖𝜎𝑖𝜀𝑖∗ = 𝜀𝑖𝜎𝑖
• 可以看出，变换 𝑪 通过对 𝜀𝑖 除以其条件标准差 𝜎𝑖 而消除其条

件异方差。

第九节 广义最小二乘估计
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例 10.13：[消除自相关]

• 令 |𝜌| < 1。假设

𝑽 =
1 𝜌 𝜌2 ⋯ 𝜌𝑛−2 𝜌𝑛−1𝜌 1 𝜌 ⋯ 𝜌𝑛−3 𝜌𝑛−2𝜌2 𝜌 1 ⋯ 𝜌𝑛−4 𝜌𝑛−3⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮𝜌𝑛−2 𝜌𝑛−3 𝜌𝑛−4 ⋯ 1 𝜌𝜌𝑛−1 𝜌𝑛−2 𝜌𝑛−3 ⋯ 𝜌 1

• 这矩阵实际上是因为回归模型 𝑌𝑖 = 𝑋𝑖′𝜃0 + 𝜀𝑖 中的随机扰动项{𝜀𝑖} 存在一阶自相关 (𝐴𝑅(1)) 而造成的，即𝜀𝑖 = 𝜌𝜀𝑖−1 + 𝑣𝑖
其中，{𝑣𝑖} 是独立同分布序列，且 𝐸(𝑣𝑖) = 0，var(𝑣𝑖) = 𝜎2。

第九节 广义最小二乘估计
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例 10.13 (Cont.)：

• 通过运算，可得

𝑽−1 =
1 −𝜌 0 ⋯ 0 0−𝜌 1 + 𝜌2 −𝜌 ⋯ 0 00 −𝜌 1 + 𝜌2 ⋯ 0 0⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮0 0 0 ⋯ 1 + 𝜌2 −𝜌0 0 0 ⋯ −𝜌 1

和

𝑪 =
1 − 𝜌2 0 0 ⋯ 0 0−𝜌 1 0 ⋯ 0 00 −𝜌 1 ⋯ 0 0⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮0 0 0 ⋯ 1 00 0 0 ⋯ −𝜌 1

第九节 广义最小二乘估计
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• 则 𝜺∗ = 𝑪𝜺 = 1 − 𝜌2𝜀1, 𝜀2 − 𝜌𝜀1, ⋯ , 𝜀𝑛 − 𝜌𝜀𝑛−1 ′
• 变换回归模型为𝑌𝑖∗ = 𝑋𝑖∗′𝜃0 + 𝜀𝑖∗, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 其中 𝑌1∗ = 1 − 𝜌2𝑌1, 𝑌𝑖∗ = 𝑌𝑖 − 𝜌𝑌𝑖−1, 𝑖 = 2,⋯ , 𝑛𝑋1∗ = 1 − 𝜌2𝑋1, 𝑋𝑖∗ = 𝑋𝑖 − 𝜌𝑋𝑖−1, 𝑖 = 2,⋯ , 𝑛𝜀1∗ = 1 − 𝜌2𝜀1, 𝜀𝑖∗ = 𝜀𝑖 − 𝜌𝜀𝑖−1, 𝑖 = 2,⋯ , 𝑛
• 第一个观察值 (𝑖 = 1) 的变换 1 − 𝜌2 称为普莱斯-温斯登

(Prais-Winsten) 变换。可通过差分消除 𝜀𝑖 的自相关。

第九节 广义最小二乘估计

例 10.13 (Cont.)：
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假设 𝑿′𝑿 为非奇异矩阵，且 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑽 ) 为 𝑛 × 𝑛 维

已知的有限对称非奇异矩阵。则对所有的 𝑛 > 𝑝，
(a) [无偏性 (unbiasedness)]𝐸( ෠𝜃∗ ∣ 𝑿) = 𝜃0
(b) [方差结构 (variance structure)]var( ෠𝜃∗ ∣ 𝑿) = 𝜎2 𝑿∗′𝑿∗ −1 = 𝜎2 𝑿′𝑽−1 𝑿 −1
(c) [不相关 (uncorrelatedness)]cov ෠𝜃∗, 𝒆∗ 𝑿 = 𝟎，其中 𝒆∗ = 𝒀∗ − 𝑿∗ ෠𝜃∗

定理 10.11

第九节 广义最小二乘估计
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(d) [高斯-马尔可夫 (Gauss-Markov) 定理]෠𝜃∗ 是最优线性无偏估计量 (BLUE)
(e) [残差方差估计量 (residual variance estimator)]𝐸(𝑠∗2 ∣ 𝑿) = 𝜎2，其中𝑠∗2 = 𝒆∗′𝒆∗/(𝑛 − 𝑝)

定理 10.11 (Cont.)

第九节 广义最小二乘估计

证明：

• 变换模型 𝒀∗ = 𝑿∗𝜃0 + 𝜺∗ 满足定理 10.4 关于经典回归模型所

有假设，同时，GLS 估计量 ෠𝜃∗ 是变换模型 𝒀∗ = 𝑿∗𝜃0 + 𝜺∗ 的

OLS 估计量。因而，根据定理 10.4，结论 (𝑎)– (𝑒)成立。

证毕。
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第九节 广义最小二乘估计

GLS 估计量的 𝒕- 检验和 𝑭- 检验

• 由于 ෠𝜃∗ 是变换后的线性回归模型 𝒀∗ = 𝑿∗𝜃0 + 𝜺∗ 的 OLS 估计

量，而且给定 𝑿，新随机扰动项 𝜺∗ ∼ IID 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑰)，𝑡-检验和𝐹-检验是可用的。这些检验统计量分别定义如下：𝑇∗ = 𝑅 ෠𝜃∗ − 𝑟𝑠∗2𝑅 𝑿∗′𝑿∗ −1𝑅′∼ 𝑡𝑛−𝑝𝐹∗ = 𝑅 ෠𝜃∗ − 𝑟 ′ 𝑅 𝑿∗′𝑿 −1𝑅′ −1 𝑅 ෠𝜃∗ − 𝑟 /𝐽𝑠∗2∼ ℱ𝐽,𝑛−𝑝
• 注意在假设 𝜺 ∣ 𝑿 ∼ 𝑁(𝟎, 𝜎2𝑽 ) 中，尽管 𝑽 = 𝑉(𝑿)已知，仍需

要估计 𝜎2。
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第九节 广义最小二乘估计

• 因为 GLS 估计量 ෠𝜃∗ 是 BLUE，而 OLS 估计量 ෠𝜃 不同于 ෠𝜃∗，
即 ෠𝜃∗ = 𝑿∗′𝑿∗ −1𝑿∗′𝒀∗= 𝑿′𝑽−1𝑿 −1𝑿′𝑽−1𝒀≠ 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝒀 = ෠𝜃

• 因而 OLS 估计量 ෠𝜃 不是 BLUE。

• GLS 估计最重要的启示在于，在线性回归模型中，通过对条件

异方差和条件自相关的适当处理，可以得到有效的估计。

• 实践中，GLS 估计通常是不可行的，因为在实际应用中，var(𝜺 ∣ 𝑿) = 𝜎2𝑽 中的 𝑛 × 𝑛 维矩阵 𝑽 往往是未知的。
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第九节 广义最小二乘估计

• 存在若干可行的 GLS 估计使用了矩阵 𝑽 的一致估计量 (参见

Robinson, 1988; White & Stinchcombe, 1991)，但对这些解决

方法的讨论已超出本书范围，有兴趣读者可参考洪永淼

(2011)。
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第一节经典线性回归模型

第二节普通最小二乘估计

第三节拟合优度和模型选择准则

第四节 OLS 估计量的无偏性和有效性

第五节 OLS 估计量的抽样分布

第六节 OLS 估计量的方差-协方差估计

第七节参数假设检验
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第十节 小结

经典线性回归模型理论

• 经典线性回归模型及其基本假设

✓ 线性假设、严格外生性、条件同方差、无序列自相关

• 模型选择准则：

✓ 𝑹𝟐 并不是合适的模型选择准则，因为它总是解释变量维数

的非减函数。

✓ 合适的模型选择准则：比如 AIC、BIC 与调整后的 𝑹𝟐 等。

• 普通最小二乘 (OLS) 估计量的统计性质：BLUE

• 在有限样本假设下的 𝒕-检验和 𝑭-检验



第十章经典线性回归分析概率论与统计学 2024-12-30 176

第十节 小结

GLS

• 当随机扰动项存在条件异方差或者条件自相关时，OLS 估计量

仍是无偏的，但不再是 BLUE，并且 ෠𝜃 和 𝑠2 不再相互独立。

✓ 在具有已知形式的方差-协方差矩阵 (但存在一个未知尺度

参数) 的假设下，可以通过纠正条件异方差和消除自相关的

方法，对线性回归模型进行变换，使之转化成满足条件同

方差和条件不相关的线性回归模型。

✓ 这种变换后的线性回归模型的 OLS 估计量称为广义最小二

乘 (GLS) 估计量。

✓ GLS 估计量是 BLUE，相应的 𝑡 - 检验和 𝐹− 检验 可以使用。
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Thank You !


