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摘要

• 假设检验是统计推断的两个重要目的之一。

• 本章将介绍假设检验的

✓ 基本概念

✓ 基本思想

✓ 基本理论

• 并讨论参数假设检验中的三大基本检验方法：

✓ 沃尔德检验 (Wald test)

✓ 拉格朗日乘子检验 (Lagrange multiplier test)

✓ 似然比检验 (likelihood ratio test)

• 同时，指出了经济假说和参数假设之间的联系与区别。
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• 令参数 𝜃 测量当其他因素不变时，增加一年教育时间所带来

的时薪率的变化。

• 劳动经济学家感兴趣的是，在控制其他因素的情况下，检验

教育收益是否为零，即 𝜃 是否等于零。ℍ0: 𝜃 = 0

例 9.1 [教育回报 (Returns to Education)]：

第一节假设检验导论
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• 假设是关于总体分布或总体分布某些特征的表述。

• 假设检验问题中有两个互补的假设 ，称为原假设 (null

hypothesis) 和备择假设 (alternative hypothesis)，分别用 ℍ0 和ℍ𝐴 表示。

✓ 原假设 ℍ0 是关于总体分布或总体分布中某些特征的陈述，

✓ 备择假设 ℍ𝐴 则是对原假设的否定。

定义 9.1 [假设 (Hypothesis)]

第一节假设检验导论
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• 检验原假设的目的就是：基于由总体分布生成的观测数据集𝒙𝑛，判断两个互补假设哪个为真。

• 假定一个随机样本 𝑿𝑛 由总体分布 𝑓(𝑥, 𝜃) 生成，参数 𝜃 ∈ Θ
的真实值未知，Θ 是已知有限维数的参数空间。

• 假设检验中，参数空间 Θ 被划分为两个互斥且完备的子集 Θ0
和 Θ𝐴，即 Θ0 ∩ Θ𝐴 = ∅ 且 Θ0 ∪ Θ𝐴 = Θ。

第一节假设检验导论
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• 所关注的问题是确定参数 𝜃 的真实值属于这两个子集的哪一个，

即基于一个观测数据集 𝒙𝑛，在如下两个假设中二选一

✓ ℍ0: 𝜃 ∈ Θ0
✓ ℍ𝐴: 𝜃 ∈ Θ𝐴

• ℍ0 称为“原 (null)”假设，因为其代表的内容通常是“没有效

果”或“没有关系”。

第一节假设检验导论
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• 令 𝜃 表示某工业品中次品所占比例。

• 考虑检验 ℍ0: 𝜃 ≤ 𝜃0 和 ℍ𝐴: 𝜃 > 𝜃0，其中 𝜃0 为已知常数，

是次品的可接受最大比例。

• 原假设指出次品所占比例不超过某一事先设定的不合格临界

值。该假设是统计质量控制的基本思想。

例 9.2：

第一节假设检验导论
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• 生产函数 𝑌 = 𝐹(𝐿, 𝐾)
给出了当投入资本 𝐾 和劳动 𝐿 时可获得多少产出 𝑌。

• 若产出与投入的增幅相同，即对所有常数 𝜆 > 0，𝜆𝐹(𝐿, 𝐾) = 𝐹(𝜆𝐿, 𝜆𝐾)
则生产技术称为规模报酬不变。

• 假设生产函数形式为柯布-道格拉斯函数𝑌 = 𝐴𝐾𝛼𝐿𝛽
其中 𝐴 为常数，𝜃 = (𝛼, 𝛽) 为参数向量，

例 9.3 [检验规模报酬不变假说
(Testing Constant Returns to Scale Hypothesis)]：

第一节假设检验导论
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• 则规模报酬不变假说可表达为ℍ0: 𝛼 + 𝛽 = 1
• 备择假设 ℍ𝐴: 𝛼 + 𝛽 ≠ 1 包括两种情况：

✓ 𝛼 + 𝛽 > 1：对应规模报酬递增，

✓ 𝛼 + 𝛽 < 1：对应规模报酬递减。

例 9.3  (Cont.)：

第一节假设检验导论
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• 当且仅当假设中只有一个总体分布时，该假设称为简单假设。

• 若假设包含了多个总体分布，则称其为复合假设。

定义 9.2 [简单假设与复合假设
(Simple Hypothesis Versus Composite Hypothesis)]

第一节假设检验导论

• 对参数分布模型 𝑓(𝑥, 𝜃)，参数 𝜃 的每一个值对应一个总体分

布，𝜃 的不同参数值对应不同的总体分布。

• 在例 9.1 中，原假设 ℍ0 仅包含一个参数值，因此 ℍ0 是简单

假设。

• 相反，例 9.2 和例 9.3 的原假设包括不止一个参数值，因此是

复合假设。
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假设检验是一种统计决策规则，它设定了

• 对什么样本值 𝒙𝑛，决定无法拒绝 ℍ0 为真；

• 对什么样本值 𝒙𝑛，决定拒绝 ℍ0 而接受 ℍ𝐴 为真。

定义 9.3 [假设检验 (Hypothesis Testing)]

第一节假设检验导论

• 随机样本 𝑿𝑛 的样本空间中那些将拒绝 ℍ0 的样本点的集合 ℂ
称为拒绝域 (Rejection Region) 或临界域 (Critical Region)。

• 拒绝域的补集称为接受域 (Acceptance Region)。

定义 9.4 [临界域或拒绝域 (Critical Region; Rejection Region)]



第九章假设检验概率论与统计学 2024-12-30 13

• 假设检验的标准方法是选择一个统计量 𝑇(𝑿𝑛)，并用它将𝑿𝑛 的样本空间划分为互斥且完全穷尽的两个区域𝔸𝑛(𝑐) = 𝒙𝑛: 𝑇 𝒙𝑛 ≤ 𝑐
和 ℂ𝑛(𝑐) = 𝒙𝑛: 𝑇 𝒙𝑛 > 𝑐
其中 𝑐 是某预先设定的常数。

✓ 第一个区域 𝔸𝑛(𝑐) 是接受域，

✓ 第二个区域 ℂ𝑛(𝑐) 是拒绝域。

✓ 分界点 𝑐 称为临界值，

✓ 而 𝑇(𝑿𝑛) 称为检验统计量。

第一节假设检验导论
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• 假设 𝑿𝑛 为 IID 𝑁(𝜇, 𝜎2) 随机样本，其中 𝜇 未知，但 𝜎2 已

知。

• 考虑检验 ℍ0 ∶ 𝜇 = 𝜇0 和 ℍ𝐴: 𝜇 ≠ 𝜇0，其中 𝜇0 为已知常数。

这里，Θ0 = {𝜇0} 只包含一个参数值 𝜇0，而 Θ𝐴 包含实数线

上所有除 𝜇0 以外的参数值。

• 为检验原假设 ℍ0: 𝜇 = 𝜇0，考虑如下的检验统计量𝑇 𝑿𝑛 = ത𝑋𝑛−𝜇0𝜎/ 𝑛
• 由假设可知，𝜎 为已知常数。在原假设 ℍ0: 𝜇 = 𝜇0 下，有𝑇 𝑿𝑛 = ത𝑋𝑛−𝜇0𝜎/ 𝑛 ∼ 𝑁 0,1

例 9.4：

第一节假设检验导论
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• 在备择假设 ℍ𝐴: 𝜇 ≠ 𝜇0 下,𝑇 𝑿𝑛 ∼ 𝑁 𝑛 𝜇−𝜇0𝜎 , 1
当 𝑛 → ∞ 时， 𝑇 𝑿𝑛 以概率趋于 1 发散到无穷。

• 因此，

✓ 若绝对值 |𝑇 𝑿𝑛 | 很大则接受 ℍ𝐴，

✓ 若 |𝑇 𝑿𝑛 | 不大则无法拒绝 ℍ0。

例 9.4  (Cont.)：

第一节假设检验导论
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• 那么， |𝑇 𝑿𝑛 | 的值需要多大才能判定为“大”？

✓ 这取决于 𝑇 𝑿𝑛 在原假设 ℍ0 下的抽样分布 𝑁(0, 1)。
• 具体而言，令 𝑐 = 𝑧 Τ𝛼 2，其中 𝑧 Τ𝛼 2 是 𝑁(0, 1) 在 𝛼/2 ∈(0, 1/2) 显著水平上的右侧临界值，即 𝑃(𝑍 > 𝑧 Τ𝛼 2) = 𝛼/2，

这里 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1)。
• 定义接受域和拒绝域如下𝔸𝑛(𝑐) = 𝑿𝑛: ҧ𝑥𝑛 − 𝜇0𝜎/ 𝑛 ≤ 𝑧 Τ𝛼 2ℂ𝑛(𝑐) = 𝑿𝑛: ҧ𝑥𝑛 − 𝜇0𝜎/ 𝑛 > 𝑧 Τ𝛼 2

例 9.4  (Cont.)：

第一节假设检验导论
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• 从而得到如下决策规则：

✓ 在显著水平 𝛼 上无法拒绝 ℍ0: 𝜇 = 𝜇0，若𝒙𝑛 ∈ 𝔸𝑛(𝑐)
✓ 在显著水平 𝛼 上拒绝 ℍ0: 𝜇 = 𝜇0，若𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐)

例 9.4  (Cont.)：

第一节假设检验导论
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第一节假设检验导论

正态检验统计量 𝑇(𝑿𝑛)的拒绝域和接受域
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若 ℂ 是检验原假设 ℍ0: 𝜃 ∈ Θ0 的拒绝域，则函数 𝜋(𝜃) =𝑃𝜃(𝑿𝑛 ∈ ℂ) 称为拒绝原假设 ℍ0 的检验功效，其中 𝑃𝜃(·) 是当随

机样本 𝑿𝑛 服从分布 𝑓𝑿𝑛(𝒙𝑛, 𝜃) 时的概率测度。

定义 9.5 [检验功效 (Power of Test)]

第一节假设检验导论

• 检验功效函数 𝜋(𝜃) 是拒绝 ℍ0 的概率。在例 9.4 中，正态检

验统计量 𝑇(𝑿𝑛) = 𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇0 /𝜎 的功效为

𝜋(𝜇) = 𝑃 ത𝑋𝑛 − 𝜇0𝜎/ 𝑛 > 𝑧𝛼/2



第九章假设检验概率论与统计学 2024-12-30 20

第一节假设检验导论
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• 若 ℍ0: 𝜃 ∈ Θ0 成立，但观测数据 𝒙𝑛 落在临界域 ℂ 中，则犯

了第一类错误。犯第一类错误的概率为𝛼(𝜃) ≡ 𝑃𝜃 𝑿𝑛 ∈ ℂ ∣ ℍ0
• 若 ℍ𝐴: 𝜃 ∈ Θ0𝑐 成立但观测数据 𝒙𝑛 落在接受域 𝔸 内，则犯了

第二类错误。犯第二类错误的概率为𝛽(𝜃) ≡ 𝑃𝜃 𝑿𝑛 ∈ 𝔸 ∣ ℍ𝐴= 1 − 𝑃𝜃 𝑿𝑛 ∈ ℂ ∣ ℍ𝐴

定义 9.6 [第一类错误和第二类错误 (Type I and Type II Errors)]

第一节假设检验导论
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第一类错误和第二类错误

• 在 ℍ0: 𝜃 ∈ Θ0 下，功效函数 (power function) 𝜋(𝜃) 是犯第

一类错误的概率，即错误拒绝正确原假设的概率。

✓ 第一类错误无法避免，因为在原假设 ℍ0 下，检验统计量𝑇(𝑿𝑛) 仍有一定概率 (尽管较小) 取较大值。

• 在 ℍ𝐴: 𝜃 ∈ Θ0𝑐 下，功效函数 𝜋(𝜃) 是拒绝错误原假设的概率，

其值等于 1 − 𝛽(𝜃)，其中 𝛽(𝜃) 是犯第二类错误的概率，即

无法拒绝错误原假设的概率。

✓ 有多种原因可能导致第二类错误。例如，样本容量 𝑛 较

小使得检验统计量 𝑇(𝑿𝑛) 以非零概率取较小值。

第一节假设检验导论



第九章假设检验概率论与统计学 2024-12-30 23

无偏检验 (Unbiased test)

• 若 𝑃 𝑇 𝑿𝑛 > 𝑐 ℍ𝐴 > 𝑃 𝑇 𝑿𝑛 > 𝑐 ℍ0 ,
则检验为无偏。

• 即当 ℍ0 为假时，拒绝原假设 ℍ0 的概率严格大于当其为真

时被拒绝的概率。

第一节假设检验导论
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两类错误之间的权衡取舍

• 理想情况下，当然希望对所有 𝜃 ∈ Θ0 统计检验的功效函数𝜋(𝜃) 均等于 0，而对所有 𝜃 ∈ Θ𝐴，则功效函数均等于 1。

• 然而，对任何统计检验，给定任意样本容量 𝑛，都存在第一

类错误和第二类错误之间的权衡取舍。

• 对任意给定的 𝑛，若临界域 𝐶 变小，则犯第一类错误的概率

将减小，但犯第二类错误的概率上升。反之，若临界域 ℂ 增

大，则第二类错误 𝛽(𝜃) 减少，但第一类错误 𝛼(𝜃) 增加。

• 给定一个检验，唯一可同时减少两类错误的办法是增加样本

容量 𝑛。

第一节假设检验导论
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• 通常，假设检验是通过犯错误的概率进行评价与比较。因为

上述两类错误的概率在许多情况下存在负相关，故假设检验

的通常方法是对 Θ0 中的所有 𝜃，以某个值 𝛼 ∈ (0, 1) 限定第

一类错误的概率，同时寻找一个检验使得对 Θ𝐴 中的所有 𝜃，

该检验犯第二类错误的概率最小。

第一节假设检验导论
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一致最大功效检验 (Uniformly Most Powerful Test)

• 具体而言，需要找一个对所有 𝜃 ∈ Θ0，满足𝑃[𝑇(𝑿𝑛) > 𝑐|ℍ0] ≤ 𝛼
的检验统计量 𝑇(𝑿𝑛)，且对所有 𝜃 ∈ Θ𝐴，满足𝑃 𝑇 𝑿𝑛 > 𝑐 ℍ𝐴 ≥ 𝑃[𝐺(𝑿𝑛) > 𝑐 |ℍ𝐴]，
这里 𝐺(𝑿𝑛) 为其他任意检验统计量。

• 换言之，需要找一个有最大功效的检验统计量 𝑇(𝑿𝑛)，同时

其第一类错误可控。

• 具有这些性质的检验 𝑇(𝑿𝑛) 称为一致最大功效检验，所谓

“一致”是指该检验对所有 𝜃 ∈ Θ𝐴 均有最大功效。

第一节假设检验导论
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• 令 𝕋 为一族关于 ℍ0: 𝜃 ∈ Θ0 和 ℍ𝐴: 𝜃 ∈ Θ𝐴 的检验集合，且𝜋(𝜃) 为某一检验 𝑇(𝑿𝑛) ∈ 𝕋 的功效函数。

• 若对所有 𝜃 ∈ Θ𝐴，𝜋(𝜃) ≥ ෤𝜋(𝜃)，其中 ෤𝜋(𝜃) 是 𝕋 集合中任意

其他检验 𝐺(𝑿𝑛) 的功效函数。

• 则检验 𝑇(𝑿𝑛) 称为 𝕋 中的一致最大功效检验。

定义 9.7 [一致最大功效检验 (Uniformly Most Powerful Test)]

第一节假设检验导论



第九章假设检验概率论与统计学 2024-12-30 28

检验水平 (level) 与尺度 (size)

• 假设对检验统计量 𝑇(𝑿𝑛)，有𝑃 𝑇 𝑿𝑛 > 𝑐 ℍ0 ≤ 𝛼
则 𝛼 的值是检验统计量 𝑇(𝑿𝑛) 犯第一类错误的最大值，称为

检验水平 (the level of the test)。

• 若 𝑇(𝑿𝑛) 的水平为 𝛼 且𝑃[𝑇(𝑿𝑛) > 𝑐|ℍ0] = 𝛼
则该检验称为尺度 (size) 为 𝛼 的检验。

• 显然，一族水平为 𝛼 的统计检验包含了尺度为 𝛼 的检验。

第一节假设检验导论
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检验水平 (level) 与尺度 (size) (Cont.)

• 尺度为 𝛼 的检验精确地给出了犯第一类错误的概率。通常，

用 𝕋 表示一族具有相同显著性水平或相同尺度 𝛼 的检验。

• 但在一些复杂的检验情形中，可能计算上会比较困难，甚至

无法构造尺度为 𝛼 的假设。此时一般使用水平为 𝛼 的检验。

• 实际应用中，通常事先设定某一检验水平，如设定 𝛼 =0.01, 0.05, 0.10。确定了检验水平，也就控制了第一类错误发

生的概率。

第一节假设检验导论
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• 假设

✓ 𝑅𝑡 是某投资组合在第 𝑡 期的收益率，

✓ 𝐼𝑡−1 = (𝑅𝑡−1, 𝑅𝑡−2,···) 为第 𝑡 − 1 期包含的所有历史收益

率的信息集。

• 若 𝐸 𝑅𝑡 ∣ 𝐼𝑡−1 = 𝐸 𝑅𝑡
则 称 资 产 市 场 为 信 息 弱 式 有 效 (informationally weakly

efficient)，即资产收益率的历史信息不能预测未来的资产收益

率。

例 9.5 [检验有效市场假说
(Efficient Market Hypothesis, EMH) ]：

第一节假设检验导论



第九章假设检验概率论与统计学 2024-12-30 31

• 为检验这一经济假说，可考虑如下线性自回归模型𝑅𝑡 = 𝛼 + σ𝑗=1𝑘 𝛽𝑗𝑅𝑡−𝑗 + 𝜀𝑡
其中 𝜀𝑡 是随机扰动项。

• 在有效市场假说下，有ℍ0: 𝛽1 = 𝛽2 = ⋯ = 𝛽𝑘 = 0
任何斜率系数 𝛽𝑗，𝑗 ∈ {1,···, 𝑘} 不等于零都是拒绝 EMH 的证

据。

第一节假设检验导论

例 9.5 (Cont.)：
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• 但是，若无法拒绝统计假设 ℍ0，这并不意味着原始的经济

假说——有效市场假说成立，因为线性自回归模型仅是多种

检验资产收益率的历史信息对未来资产收益率是否有预测能

力的方法之一。

• 例如，历史信息的预测性可能以非线性的形式出现。

• 因此，有效市场假说和统计假设 ℍ0 之间存在一定差距。正

因为这一差距的存在，若无法拒绝 ℍ0，只能称未发现推翻

有效市场假说的证据，而无法得出有效市场假说成立的结论。

第一节假设检验导论

例 9.5 (Cont.) ：
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• 考虑检验一个简单的原假设 ℍ0: 𝜃 = 𝜃0 和一个简单的备择假设ℍ𝐴: 𝜃 = 𝜃1，其中对应于 𝜃𝑖 (𝑖 = 0, 1) 的随机样本 𝑿𝑛 的

PMF/PDF为 𝑓𝑿𝑛(𝒙𝑛, 𝜃𝑖)。
• 给定某个常数 𝑐 ≥ 0，定义一个检验的拒绝域 ℂ𝑛(𝑐) 和接受域𝔸𝑛(𝑐) 分别为

(a) ℂ𝑛(𝑐) = 𝒙𝑛: 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛,𝜃1𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛,𝜃0 > 𝑐
和 𝔸𝑛(𝑐) = 𝒙𝑛: 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛,𝜃1𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛,𝜃0 ≤ 𝑐

定理 9.1 [内曼-皮尔逊引理 (Neyman-Pearson Lemma)]

第二节内曼-皮尔逊引理
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(b) 𝑃 𝑿𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) ∣ ℍ0 = 𝛼
则
(1) [充分性] 满足上述条件 (a) 和 (b) 的任意检验是水平为 𝛼

的一致最大功效检验;

(2) [必要性] 若存在一个检验，当 𝑐 > 0 时满足上述条件，则

每个水平为 𝛼 的一致最大功效检验均为尺度 𝛼 的检验，即满足

条件 (b)；且每个水平为 𝛼 的一致最大功效检验都满足上述条件

(a)，除了可能一个有 𝑃(𝑿𝑛 ∈ 𝔸|ℍ0) = 𝑃(𝑿𝑛 ∈ 𝔸|ℍ𝐴) = 0 的零概

率集合 𝔸 之外。

定理 9.1  (Cont.)

第二节内曼-皮尔逊引理
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证明：

• 注意到第一类错误的概率𝑃 𝑿𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) ∣ ℍ0 = 𝐸 𝟏 𝑿𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) ∣ ℍ0= ℝ𝑛׬ 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) 𝑓 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛
其中 𝟏(·) 是指示函数，若其内部的条件成立则取值 1，否则

取值 0。
• (1) 首先证明，一个满足条件 (a) 和 (b) 的检验 (比如 𝑇(𝑿𝑛))

具有一致最大功效。

• 假设有另一检验 (比如 𝑇1(𝑿𝑛)) 满足 𝐸{𝟏 𝑿𝑛 ∈ ℂ1𝑛 |ℍ0} ≤ 𝛼
(注意，𝑇1(𝑿𝑛) 不一定是似然比检验)。

第二节内曼-皮尔逊引理
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证明 (Cont.)：

• 以下将证明 𝑇(𝑿𝑛) 较 𝑇1(𝑿𝑛) 的功效更大。

• 若 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) > 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ1𝑛 ，则样本点 𝒙𝑛 处于检验𝑇(𝑿𝑛) 的拒绝域 ℂ𝑛(𝑐) 内，因而有𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 > 𝑐𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 ；
• 反之，若 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) < 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ1𝑛 ，则样本点 𝒙𝑛 处于检

验 𝑇(𝑿𝑛) 的接受域 𝔸𝑛(𝑐) 中，因而有𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 ≤ 𝑐𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 。
• 上述任何一种情况发生，都有𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ1𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 − 𝑐𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 ≥ 0
• 故׬ℝ𝑛 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ1𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 − 𝑐𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛 ≥ 0

第二节内曼-皮尔逊引理
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证明 (Cont.)：

• 由此可推׬ℝ𝑛 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ1𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 𝑑𝒙𝑛≥ 𝑐 ℝ𝑛׬ 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ1𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛
• 因 ℝ𝑛׬ 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ1𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛 ≤ 𝛼,׬ℝ𝑛 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛 = 𝛼, 且𝑐 ≥ 0，

得𝑐 ℝ𝑛׬ 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ1𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛 ≥ 0
• 从而 ℝ𝑛׬ 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ1𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 𝑑𝒙𝑛 ≥ 0
• 因此 𝑃 𝑿𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) ∣ ℍ𝐴 ≥ 𝑃 𝑿𝑛 ∈ ℂ1𝑛 ∣ ℍ𝐴
• 即在 ℍ𝐴 下，检验 𝑇(𝑿𝑛) 较 𝑇1(𝑿𝑛) 的功效更大。

第二节内曼-皮尔逊引理
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证明 (Cont.)：

• (2) 假设 𝑇(𝑿𝑛) 是满足条件 (a)、(b) 以及 𝑐 > 0 的一个检验。

• (i) 首先证明，任何水平为 𝛼 的一致最大功效检验 (记作𝑇2(𝑿𝑛)) 是尺度为 𝛼 的检验，即满足条件 (b)。

• 假设 𝑇2(𝑿𝑛) 不是尺度为 𝛼 的检验，则׬ℝ𝑛 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ2𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛 < 𝛼。

• 因为给定的检验 𝑇(𝑿𝑛) 满足条件 (b) 的假设，故有׬ℝ𝑛 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) 𝑓𝑿𝑛(𝒙𝑛, )𝜃0 𝑑𝒙𝑛 = 𝛼∘
• 则 ℝ𝑛׬ 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ2𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛 > 0

第二节内曼-皮尔逊引理
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证明 (Cont.)：

• 注意：

✓ 如果 𝟏[𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐)] − 𝟏[𝒙𝑛 ∈ ℂ2𝑛] > 0，则样本点 𝒙𝑛 处于

检验 𝑇(𝑿𝑛) 的拒绝域 ℂ𝑛(𝑐) 中，并有𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 > 𝑐𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 ；

✓ 如果 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ2𝑛 < 0，则 𝒙𝑛 处于检验𝑇(𝑿𝑛) 的接受域 𝔸𝑛(𝑐) 中，并有𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 ≤ 𝑐𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 。

• 因此නℝ𝑛 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ2𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 − 𝑐𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛 ≥ 0

第二节内曼-皮尔逊引理
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证明 (Cont.)：

• 给定 𝑐 > 0，进一步可得නℝ𝑛 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ2𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 𝑑𝒙𝑛≥ 𝑐නℝ𝑛 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ2𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝑿𝑛> 0
• 这表明 𝑃[ 𝑿𝑛 ∈ ℂ𝑛 𝑐 |ℍ𝐴] > 𝑃(𝑿𝑛 ∈ ℂ2𝑛|ℍ𝐴)，

即检验 𝑇2(𝑿𝑛) 并非一致最大功效检验，假设与结论矛盾。

• 因此， 𝑇2(𝑿𝑛) 必满足条件 (b)。

第二节内曼-皮尔逊引理
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证明 (Cont.)：

• (ii) 现在证明，除了满足 𝑃(𝑿𝑛 ∈ 𝔸|ℍ0) = 𝑃(𝑿𝑛 ∈ 𝔸|ℍ𝐴) = 0
所构成的零概率的集合 𝔸 外，任一水平为 𝛼 的一致最大功效

检验必满足条件 (a) 与 (b)。

• 假设 𝑇∗(𝑿𝑛) 是任意一个水平为 𝛼 的一致最大功效检验，其

拒绝域为 ℂ𝑛∗。
• 因为任一水平为 𝛼 的最大功效检验均是尺度为 𝛼 的检验，故

有׬ℝ𝑛 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛∗ 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛 = 𝛼 = ℝ𝑛׬ 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛
• 同样，因为 𝑇(𝑿𝑛) 和 𝑇∗(𝑿𝑛) 均为最大功效检验，故二者在ℍ𝐴 下功效相等：׬ℝ𝑛 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛∗ 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 𝑑𝒙𝑛 = 0

第二节内曼-皮尔逊引理
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证明 (Cont.)：

• 因此׬ℝ𝑛 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛∗ 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 − 𝑐𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 𝑑𝒙𝑛 = 0
✓ 同理，若 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛∗ > 0，则 𝒙𝑛 必处于

检验 𝑇(𝑿𝑛) 的拒绝域 ℂ𝑛(𝑐) 中，因而有𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 − 𝑐𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 > 0；

✓ 反之，若 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛∗ < 0，因而 𝒙𝑛 必处

于检验 𝑇(𝑿𝑛) 的接受域 𝔸𝑛(𝑐) 中，并有𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 − 𝑐𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 ≤ 0。
• 在这两种情形下，均有乘积{𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛∗ } [𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃1 − 𝑐𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃0 ] ≥ 0。

第二节内曼-皮尔逊引理
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证明 (Cont.)：

• 由于该非负的乘积的积分为 0，故除了一个零概率集合 𝔸 外，

对于 𝑿𝑛 的样本空间上的所有样本点 𝒙𝑛，必有𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐) − 𝟏 𝒙𝑛 ∈ ℂ𝑛∗ = 0。
• 因此，除了一个零概率集合 𝔸 外， ℂ𝑛∗ 和 ℂ𝑛(𝑐) 是等价的，

即 𝑇∗(𝑿𝑛) 满足条件 (a)。

证毕。

第二节内曼-皮尔逊引理
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• 假设 𝑇(𝑿𝑛) 是 𝜃 的充分统计量，𝑔(𝑡, 𝜃𝑖) 是对应 𝜃𝑖 (𝑖 = 0, 1)
时 𝑇(𝑿𝑛)的 PMF/PDF。

• 若给定 𝑐 ≥ 0，定义一个检验的拒绝域和接受域分别为ℂ𝑛(𝑐) = 𝑡: 𝑔 𝑡,𝜃1𝑔 𝑡,𝜃0 > 𝑐
和 𝔸𝑛(𝑐) = 𝑡: 𝑔 𝑡,𝜃1𝑔 𝑡,𝜃0 ≤ 𝑐
其中 𝑃 [𝑇(𝑿𝑛) ∈ ℂ𝑛(𝑐)|ℍ0] = 𝛼。

• 则任何基于充分统计量 𝑇(𝑿𝑛) 的拒绝域为 ℂ𝑛(𝑐) 的检验都是

关于 ℍ0: 𝜃 = 𝜃0 和 ℍ𝐴: 𝜃 = 𝜃1 的水平为 𝛼 的一致最大功效

检验。

推论 9.1 [似然比检验和充分统计量
(Likelihood Ratio Test and Sufficient Statistic)]

第二节内曼-皮尔逊引理
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• 假设 𝑿𝑛 为来自指数分布 𝐸𝑋𝑃(𝜃) 的 IID 随机样本。

• 求在原假设 ℍ0: 𝜃 = 1 和备择假设 ℍ𝐴: 𝜃 = 2 下，在 𝛼 显著水

平上的一致最大功效检验。

例 9.6

第二节内曼-皮尔逊引理

解：

• 指数分布 𝐸𝑋𝑃(𝜃) 的 PDF 为 𝑓(𝑥, 𝜃) = 1𝜃 𝑒−𝑥/𝜃 , 𝑥 ≥ 0。
• 因此，随机样本 𝑿𝑛 的似然函数为𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 = ς𝑖=1𝑛 𝑓 𝑥𝑖 , 𝜃= 1𝜃𝑛 𝑒−𝑛 ҧ𝑥𝑛/𝜃
• 其中 ҧ𝑥𝑛 = 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑥𝑖。
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解 (Cont.)：

• 由定理 6.10 因子分解定理知， ത𝑋𝑛 是 𝜃 的充分统计量。

• 因为 IID 𝐸𝑋𝑃(𝜃) 随机变量之和 σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 服从伽玛分布𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎(𝑛, 𝜃) (参见例 5.34)，故样本均值 ത𝑋𝑛 ∼ Gamma 𝑛, 𝜃𝑛 ，

其 PDF 𝑔 ҧ𝑥𝑛, 𝜃 = 𝑛𝑛(𝑛−1)!𝜃𝑛 ҧ𝑥𝑛𝑛−1𝑒−𝑛 ҧ𝑥𝑛/𝜃, ҧ𝑥𝑛 ≥ 0
• 则似然比 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛,𝜃1𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛,𝜃0 = 𝑔 ҧ𝑥𝑛,𝜃1𝑔 ҧ𝑥𝑛,𝜃0= 12𝑛𝑒−𝑛2ഥ𝑥𝑛𝑒−𝑛ഥ𝑥𝑛= 12𝑛 𝑒𝑛2 ҧ𝑥𝑛

第二节内曼-皮尔逊引理
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解 (Cont.)：

• 用如下一维拒绝域定义一个检验ҧ𝑥𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐), 若 12𝑛 𝑒𝑛2 ҧ𝑥𝑛 > 𝑐
或等价地 ҧ𝑥𝑛 ∈ ℂ𝑛(𝑐), 若 ҧ𝑥𝑛 > 2ln 2 + 2ln 𝑐𝑛

• 同时，确定常数 𝑐 值以使得检验尺度为 𝛼，即要求 𝑐 满足𝛼 = 2ln׬ 2+2𝑛−1ln 𝑐∞ 𝑔 ҧ𝑥𝑛, 𝜃0 𝑑 ҧ𝑥𝑛= 2ln׬ 2+2𝑛−1ln 𝑐∞ 𝑛𝑛(𝑛−1)! ҧ𝑥𝑛𝑛−1𝑒−𝑛 ҧ𝑥𝑛𝑑 ҧ𝑥𝑛
• 求解该非线性方程，得 𝑐 = 𝑐(𝛼, 𝑛)，这是 𝛼 和 𝑛 的函数，但

它没有解析解。由内曼-皮尔逊引理与推论 9.1 可知，上述检验

是尺度为 𝛼 的一致最大功效检验。

第二节内曼-皮尔逊引理
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• 本章后续部分，将考虑如何构建统计检验量以检验如下参数

假设 ℍ0: 𝑔(𝜃) = 𝟎
和 ℍ𝐴: 𝑔(𝜃) ≠ 𝟎
其中

✓ 𝑔:ℝ𝑝 → ℝ𝐽 是 𝑝 × 1 维参数向量 𝜃 的连续可导 𝐽 × 1 维向

量值函数，

✓ 整数 𝐽 是参数向量 𝜃 所受的约束个数。

• 假设 𝐽 ≤ 𝑝，即约束个数不超过参数个数。

第三节沃尔德检验
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• 𝑔(𝜃) 的一个例子为线性向量值函数：𝑔(𝜃) = 𝑅𝜃 − 𝑟，其中

✓ 𝑅 为 𝐽 × 𝑝 已知常数矩阵，

✓ 𝑟 是 𝐽 × 1 已知常数向量。

• 此时原假设 ℍ0: 𝑅𝜃 = 𝑟
对 𝑝 × 1 维参数向量 𝜃 附加 𝐽 个线性约束。

• 常数矩阵 𝑅 可视为选择矩阵 (selection matrix)。

• 例如，若选择 𝑅 为 𝑝 × 𝑝 单位矩阵且 𝑟 为 𝑝 × 1 零向量，则

由 𝑅𝜃 = 𝑟 可推出参数向量 𝜃 的所有 𝑝 个元素联合为零。

第三节沃尔德检验
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• 统计推断有三大经典检验方法：

✓ 沃尔德 (Wald) 检验

✓ 拉格朗日乘子 (Lagrange multiplier, LM) 检验

✓ 似然比 (likelihood ratio, LR) 检验

• 本章假定 𝑿𝑛 为来自总体分布 𝑓𝑋 𝑥 = 𝑓 𝑥, 𝜃0 的随机样本，

其中 𝜃0 ∈ Θ 为未知真实参数值；需要检验的参数假设ℍ0: 𝑔(𝜃) = 𝟎
和 ℍ𝐴: 𝑔(𝜃) ≠ 𝟎

第三节沃尔德检验
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沃尔德检验简介

• 沃尔德 (Wald) 检验的主要思想：

✓ 根据第八章内容，可以得到 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑝 0。
✓ 由 𝑔(·) 函数的连续性，可知在原假设条件成立下，𝑔 ෠𝜃 − 𝑔 𝜃0 →𝑝 0。
✓ 通过原假设 ℍ0 下无约束估计量与其假设值之间的加权平

方距离评估模型参数约束条件的有效性，其中权重是估计

量方差的逆，表示估计量的准确性。

• 然而，推导沃尔德检验的有限样本分布十分困难，因此可以

推导原假设 ℍ0 下沃尔德检验的渐近分布，再据此确定统计显

著性。

第三节沃尔德检验
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首先讨论沃尔德检验。以下是一组正则条件。

• 假设 9.1 𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁(0, 𝑉) 其中 𝑉 为 𝑝 × 𝑝 对称有界非奇

异矩阵，未知真实参数值 𝜃0 是紧参数空间 Θ 的内点。

• 假设 9.2 当 𝑛 → ∞ 时， ෠𝑉 →𝑝 𝑉。

• 假设 9.3 𝑔:ℝ𝑝 → ℝ𝐽 是 𝜃 ∈ Θ 的连续可导函数，且 𝐽 × 𝑝 梯度

矩阵 𝐺 𝜃0 = 𝜕𝜕𝜃 𝑔 𝜃0 的秩为 𝐽，其中 𝐽 ≤ 𝑝。

第三节沃尔德检验
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• 假设 9.1 允许估计量 ෠𝜃 为任意的收敛速度为 𝑛 的一致渐近

正态估计量，MLE 和 MME 估计量是其中两个例子。

• 假设 9.2 假定 ෠𝑉 是 𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 的渐近方差 𝑉 的一致估计量，

且有如下的渐近展开𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 = 𝑛−12෍𝑖=1𝑛 𝜓 𝑋𝑖 , 𝜃0 + 𝑜𝑝(1)
其中 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 是 IID 随机序列，𝑝 × 1 函数向量𝜓(𝑋𝑖 , 𝜃0) 满足 𝐸[𝜓(𝑋𝑖 , 𝜃0)] = 𝟎 和 𝐸 ∥ 𝜓 𝑋𝑖 , 𝜃0 ∥2< ∞，此处

期望 𝐸(·) 定义在总体分布 𝑓𝑋(𝑥) 上。

第三节沃尔德检验
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• 当概率模型正确设定时，有 𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝜃0)。在上述假设下，𝑉 = 𝐸[𝜓(𝑋𝑖 , 𝜃0)𝜓(𝑋𝑖 , 𝜃0)′]。因此，可构造 𝑉 的一致估计量为෠𝑉 = 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝜓 𝑋𝑖 , ෠𝜃 𝜓 𝑋𝑖 , ෠𝜃 ′
• 由定理 7.3 关于 IID 随机样本一致强大数定律可知，适当的正

则条件可保证了当 𝑛 → ∞ 时几乎处处有 ෠𝑉 → 𝑉。

第三节沃尔德检验
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• 假设 9.3 是关于约束函数 𝑔(·) 的正则条件，其中 𝐽 × 𝑝 矩阵𝐺(𝜃0) 的 满 秩 条 件 以 及 𝐽 ≤ 𝑝 确 保 了 𝐽 × 𝐽 对 称 矩 阵𝐺(𝜃0)𝑉𝐺(𝜃0)′ 是非奇异的。

𝐺(𝜃) =
𝜕𝑔1(𝜃)𝜕𝜃1 𝜕𝑔1(𝜃)𝜕𝜃2 ⋯ 𝜕𝑔1(𝜃)𝜕𝜃𝑝𝜕𝑔2(𝜃)𝜕𝜃1 𝜕𝑔2(𝜃)𝜕𝜃2 ⋯ 𝜕𝑔2(𝜃)𝜕𝜃𝑝⋯ ⋯ ⋯ ⋯𝜕𝑔𝐽(𝜃)𝜕𝜃1 𝜕𝑔𝐽(𝜃)𝜕𝜃2 ⋯ 𝜕𝑔𝐽(𝜃)𝜕𝜃𝑝

第三节沃尔德检验
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• 为检验 ℍ0: 𝑔(𝜃0) = 𝟎，一个自然的方法是构造一个基于统计

量 𝑔( ෠𝜃) 的检验。

• 因为 ෠𝜃 是 𝜃0 的一致估计量，且 𝑔(·) 连续，由第七章引理 7.5

可知，当 ෠𝜃 →𝑝 𝜃0 时，有 𝑔( ෠𝜃) →𝑝 𝑔 𝜃0 。从而 𝑔( ෠𝜃) 在假设 ℍ0
下将趋近零，而在 ℍ𝐴 之下将收敛于非零极限。

• 故可通过验证 𝑔( ෠𝜃) 是否接近零来检验 ℍ0。
✓ 若 𝑔( ෠𝜃) 接近零，则 ℍ0 成立。

✓ 否则，ℍ𝐴 成立。

• 现在，应用第七章的渐近理论来推导基于 𝑔( ෠𝜃) 的检验统计量

的渐近分布。

第三节沃尔德检验
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• 根据中值定理 (Bartle, 1976)，有𝑔( ෠𝜃) = 𝑔 𝜃0 + 𝐺( ҧ𝜃) ෠𝜃 − 𝜃0
其中，对 𝜆 ∈ [0, 1]，有 ҧ𝜃 = 𝜆 ෠𝜃 + (1 − 𝜆)𝜃0，且梯度函数𝐺(𝜃) = 𝑑𝑔(𝜃)𝑑𝜃
是 𝐽 × 𝑝 矩阵，其第 𝑖 行对应 𝑔(𝜃) 的第 𝑖 个元素对参数向量 𝜃
每个元素的导数。

• 由于 ҧ𝜃 − 𝜃0 = 𝜆 ෠𝜃 − 𝜃0 ≤ ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑝 0,
且 𝐺(·) 连 续 ， 由 连 续 性 引 理 7.5， 当 𝑛 → ∞ 时 ， 有𝐺( ҧ𝜃) →𝑝 𝐺 𝜃0 。

第三节沃尔德检验
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• 又由渐近正态性假设，𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁(0, 𝑉)
且由斯勒茨基定理 (参考定理 7.8 )，有𝑛 𝑔( ෠𝜃) − 𝑔 𝜃0 →𝑑 𝑁 0, 𝐺 𝜃0 𝑉𝐺 𝜃0 ′

• 在 ℍ0: 𝑔(𝜃0) = 0 下，𝑛𝑔( ෠𝜃) →𝑑 𝑁 0, 𝐺 𝜃0 𝑉𝐺 𝜃0 ′
• 给定 𝐺(𝜃0) 满秩以及 𝑉 非奇异的条件下， 𝐽 × 𝐽 矩阵𝐺(𝜃0)𝑉𝐺(𝜃0)′ 为非奇异矩阵，二次型𝑛𝑔( ෠𝜃)′ 𝐺 𝜃0 𝑉𝐺 𝜃0 ′ −1 𝑛𝑔( ෠𝜃) →𝑑 𝜒𝐽2

第三节沃尔德检验
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• 由 𝐺(·) 的连续性以及 ෠𝜃 →𝑝 𝜃0，有 𝐺( ෠𝜃) →𝑝 𝐺 𝜃0 , 且由假设

9.2， 𝐺( ෠𝜃) ෠𝑉𝐺( ෠𝜃)′ →𝑝 𝐺 𝜃0 𝑉𝐺 𝜃0 ′
• 因此，对足够大的样本容量 𝑛，随机矩阵 𝐺( ෠𝜃) ෠𝑉𝐺( ෠𝜃)′ 为非奇

异，且由斯勒茨基定理 (参见定理 7.8)，沃尔德检验统计量定

义为 𝑊 = 𝑛𝑔( ෠𝜃)′ 𝐺( ෠𝜃) ෠𝑉𝐺( ෠𝜃)′ −1𝑔( ෠𝜃) →𝑑 𝜒𝐽2
其中渐近分布 𝜒𝐽2 在 ℍ0 成立时获得。

第三节沃尔德检验
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假定假设 9.1-9.3 以及 ℍ0 成立，则当 𝑛 → ∞ 时，𝑊 = 𝑛𝑔( ෠𝜃)′ 𝐺( ෠𝜃) ෠𝑉𝐺( ෠𝜃)′ −1𝑔( ෠𝜃) →𝑑 𝜒𝐽2
定理 9.2 [沃尔德检验 (Wald Test)]

第三节沃尔德检验

• 沃尔德检验统计量 𝑊 是 𝑛𝑔( ෠𝜃) 和 𝑛𝑔 𝜃0 之差的二次型，

其中以 𝑛[𝑔( ෠𝜃) − ]𝑔 𝜃0 的渐近方差估计量 𝐺( ෠𝜃) ෠𝑉𝐺( ෠𝜃)′ 的逆

为权重。

• 当 𝑊 超过渐近分布 𝜒𝐽2 的 (1 − 𝛼) 临界值时，沃尔德检验在显

著水平 𝛼 上拒绝原假设 ℍ0: 𝑔(𝜃0) = 𝟎。
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第三节沃尔德检验

• 另一方面，在 ℍ𝐴: 𝑔 𝜃0 ≠ 𝟎 下，有𝑔 ෠𝜃 →𝑝 𝑔 𝜃0 ≠ 𝟎,𝐺 ෠𝜃 →𝑝 𝐺 𝜃0 , 且 ෠𝑉 →𝑝 𝑉
• 因此 𝑊𝑛 →𝑝 𝑔 𝜃0 ′ 𝐺 𝜃0 𝑉𝐺 𝜃0 ′ −1𝑔 𝜃0 > 0
• 换言之，沃尔德统计量 𝑊 依概率以速度 𝑛 发散至正无穷，从

而确保在备择假设 ℍ𝐴 下，当 𝑛 → ∞ 时，沃尔德检验统计量𝑊 在任意给定的显著水平 𝛼 上的渐近功效趋于 1。
• 这说明沃尔德检验是一致检验，因其可检测出 ℍ0 的所有备

择假设。
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第三节沃尔德检验

• 需要注意，不同的估计量 𝑛 ෠𝜃 有不同的渐近方差 𝑉，因而需

要不同的渐近方差估计量 ෠𝑉。

• 现在，考察一个特例，即当 ෠𝜃 是 MLE 估计量时。此时，𝑉 =−𝐻−1(𝜃0)，因此可用渐近方差估计量 ෠𝑉 = [−෡𝐻( ෠𝜃)]−1，其中

样本黑塞矩阵 ෡𝐻(𝜃) = 1𝑛σ𝑖=1𝑛 𝜕2ln 𝑓 𝑋𝑖,𝜃𝜕𝜃𝜕𝜃′
• 所构造的沃尔德检验统计量如下𝑊 = 𝑛𝑔( ෠𝜃)′ −𝐺( ෠𝜃) ෡𝐻( ෠𝜃)−1𝐺( ෠𝜃)′ −1𝑔( ෠𝜃)
• 若再加上第八章第三节的正则条件，可证当 𝑛 → ∞ 时，几乎

处处有 ෡𝐻( ෠𝜃) → 𝐻 𝜃0 ，从而在 ℍ0 之下 𝑊 →𝑑 𝜒𝐽2。
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• 假设 𝑿𝑛 为来自总体分布 𝑓(𝑥, 𝜃0) 的 IID 随机样本，其中 𝜃0
是 Θ 中的未知真实参数值。

• 定义标准化的对数似然函数መ𝑙(𝜃) = 1𝑛෍𝑖=1𝑛 ln𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃
• 现在考察在约束条件 𝑔(𝜃) = 𝟎 下，如何求解如下有约束的极

大似然估计量 ෨𝜃 = arg max𝜃∈Θ መ𝑙(𝜃)
• 定义拉格朗日函数𝐿(𝜃, 𝜆) = መ𝑙(𝜃) + 𝜆′𝑔(𝜃)

其中 𝜆 为 𝐽 × 1 拉格朗日乘子向量。

第四节拉格朗日乘子检验
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• 令 ሚ𝜆 为对应的 𝜆 的估计值。则一阶条件为𝜕𝐿(෩𝜃,෩𝜆)𝜕𝜃 = 𝜕 መ𝑙(෩𝜃)𝜕𝜃 + 𝐺( ෨𝜃)′ ሚ𝜆 = 𝟎𝜕𝐿(෩𝜃,෩𝜆)𝜕𝜆 = 𝑔( ෨𝜃) = 𝟎
• 由中值定理，有𝐺( ෨𝜃)′ ሚ𝜆 = − 𝑑መ𝑙(෩𝜃)𝑑𝜃 = − 𝑑መ𝑙 𝜃0𝑑𝜃 − 𝑑2 መ𝑙 ഥ𝜃𝑎𝑑𝜃𝑑𝜃′ ෨𝜃 − 𝜃0

其中，存在 𝑎 ∈ [0, 1] 有 ҧ𝜃𝑎 = 𝑎 ෨𝜃 + (1 − 𝑎)𝜃0。
• 注意到 𝑑2 መ𝑙(𝜃)𝑑𝜃𝑑𝜃′ = ෡𝐻(𝜃)

为样本黑塞矩阵。

第四节拉格朗日乘子检验
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• 给定第八章第三节的正则条件，上节已证当 𝑛 → ∞ 时，对 𝜃0
的任意强一致估计量 ෠𝜃，几乎处处有෡𝐻( ෠𝜃) → 𝐻 𝜃0

• 因 𝐻 𝜃0 非奇异，故当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有෡𝐻−1( ෠𝜃) → 𝐻−1 𝜃0
且对充分大的 𝑛，逆矩阵 ෡𝐻−1( ෠𝜃) 存在，于是有෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 −1𝐺( ෨𝜃)′ ሚ𝜆 = −෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 −1 𝑑መ𝑙 𝜃0𝑑𝜃 − ෨𝜃 − 𝜃0 (9.1)

第四节拉格朗日乘子检验
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• 另一方面，由中值定理，得𝟎 = 𝑔( ෨𝜃) = 𝑔 𝜃0 + 𝐺 ҧ𝜃𝑏 ෨𝜃 − 𝜃0
• 其 中 ， 存 在 𝑏 ∈ [0, 1] ， 有 ҧ𝜃𝑏 = 𝑏 ෨𝜃 + (1 − 𝑏)𝜃0 ， 故 在ℍ0: 𝑔(𝜃0) = 𝟎 下有 𝐺 ҧ𝜃𝑏 ෨𝜃 − 𝜃0 = 𝟎 (9.2)

• 现在，用 𝐺 ҧ𝜃𝑏 乘以等式 (9.1)，并应用等式 (9.2)，得𝐺 ҧ𝜃𝑏 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 −1𝐺( ෨𝜃)′ ሚ𝜆 = −𝐺 ҧ𝜃𝑏 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 −1 𝑑መ𝑙 𝜃0𝑑𝜃 − 𝐺 ҧ𝜃𝑏 ෨𝜃 − 𝜃0= −𝐺 ҧ𝜃𝑏 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 −1 𝑑መ𝑙 𝜃0𝑑𝜃

第四节拉格朗日乘子检验
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• 由函数 𝐺(·) 的连续性，以及当 𝑛 → ∞ 时几乎处处有

✓ ҧ𝜃𝑎 − 𝜃0 ≤ ෨𝜃 − 𝜃0 → 0,

✓ ҧ𝜃𝑏 − 𝜃0 ≤ ෨𝜃 − 𝜃0 → 0，
✓ ෡𝐻( ෠𝜃) → 𝐻 𝜃0 ，

• 因此几乎处处有𝐺 ҧ𝜃𝑏 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 −1𝐺( ෨𝜃)′ → 𝐺 𝜃0 𝐻−1 𝜃0 𝐺 𝜃0 ′
且后者非奇异。故对充分大的 𝑛，𝐺 ҧ𝜃𝑏 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 −1𝐺( ෨𝜃)′ 为 𝐽 ×𝐽 非奇异矩阵。因此𝑛 ሚ𝜆 = − 𝐺 ҧ𝜃𝑏 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 −1𝐺( ෨𝜃)′ −1 𝐺 ҧ𝜃𝑏 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 −1 𝑛 𝑑መ𝑙 𝜃0𝑑𝜃= − መ𝐴 𝑛 𝑑መ𝑙 𝜃0𝑑𝜃

第四节拉格朗日乘子检验
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• 由定理 7.6 关于 IID 随机序列的中心极限定理，有𝑛 𝑑መ𝑙 𝜃0𝑑𝜃 = 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝜕ln𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃0𝜕𝜃 →𝑑 𝑁 0, 𝐼 𝜃0
其 中 𝐼(𝜃0) 是 𝜃 = 𝜃0 处 的 费 雪 信 息 矩 阵 (Fisher’s

information matrix)，参见引理 8.4 的定义。(问题：此处是

否用到概率模型正确设定条件？)

第四节拉格朗日乘子检验
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• 另一方面，当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有መ𝐴 → 𝐺 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′ −1𝐺 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1 = 𝐴0
• 根据斯勒茨基定理 (参见定理 7.8)𝑛 ሚ𝜆 →𝑑 𝑁 0, 𝐴0𝐼 𝜃0 𝐴0′ ∼ 𝑁 0,− 𝐺 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′ −1
• 其中，利用引理 8.4 的信息等式 𝐼(𝜃0) + 𝐻(𝜃0) = 0，可简化𝐴0𝐼 𝜃0 𝐴0′ = 𝐺 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′ −1𝐺 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1𝐼 𝜃0× 𝐻 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′ 𝐺 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′ −1= − 𝐺 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′ −1
• 因此，在原假设 ℍ0 下，有二次型−𝑛 ሚ𝜆′𝐺 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′ ሚ𝜆 →𝑑 𝜒𝐽2

第四节拉格朗日乘子检验
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• 假定假设 8.1−8.6、假设 9.3 以及 ℍ0 成立。

• 定义拉格朗日乘子检验统计量𝐿𝑀 = 𝑛 ሚ𝜆′𝐺( ෨𝜃)[−෡𝐻( ෨𝜃)]−1𝐺( ෨𝜃)′ ሚ𝜆
则在 ℍ0: 𝑔(𝜃0) = 𝟎 之下，当 𝑛 → ∞ 时，有𝐿𝑀 →𝑑 𝜒𝐽2

定理 9.3 [拉格朗日乘子 (Lagrange Multiplier, LM) 检验]

第四节拉格朗日乘子检验

• 当检验统计量 LM 大于渐近分布 𝜒𝐽2 的 (1 − 𝛼) 分位点时， LM 

检验将在显著水平 𝛼 上拒绝原假设 ℍ0: 𝑔(𝜃0) = 𝟎。
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• 假设 𝑿𝑛 为来自总体分布为 𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝜃0) 的 IID 随机样本，

其中真实参数值 𝜃0 未知。 𝑿𝑛 的似然函数如下𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃 =ෑ𝑖=1𝑛 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃
• 定义似然比统计量 (the likelihood ratio statistic)෡Λ = max𝜃∈Θ 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃max𝜃∈Θ0𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃= ς𝑖=1𝑛 𝑓 𝑋𝑖 , ෠𝜃ς𝑖=1𝑛 𝑓 𝑋𝑖 , ෨𝜃

第五节似然比检验
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• 其中 ෠𝜃 和 ෨𝜃 分别为无约束和有约束 MLE 估计量，即෠𝜃 = arg max𝜃∈Θ መ𝑙(𝜃)෨𝜃 = arg max𝜃∈Θ0 መ𝑙(𝜃)
其中 መ𝑙(𝜃) = 1𝑛෍𝑖=1𝑛 ln𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃
是对数似然函数的样本均值，Θ0 是满足约束条件 𝑔(𝜃) = 𝟎
的参数空间 Θ，即 Θ0 = {𝜃 ∈ Θ: 𝑔(𝜃) = 𝟎}。

第五节似然比检验
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• 假定原假设 ℍ0: 𝑔(𝜃0) = 𝟎成立。则无约束和有约束 MLE 估

计量 ෠𝜃 和 ෨𝜃 均为 𝜃0 的一致估计。施加约束不会导致对数似然

函数的大幅下降，故似然比 ෡Λ 将接近 1。换言之，若观测数

据支持约束条件，则两个极大似然值的偏离不会显著超过抽样

误差。

• 若 ℍ0 不成立，则无约束 MLE ෠𝜃 是 𝜃0 的一致估计，但有约束

MLE ෨𝜃 则不是。无约束似然值将会显著高于有约束似然值，

赋予检验拒绝 ℍ𝐴 的功效。此时似然比 ෡Λ 将显著大于 1。因此，

可通过比较 ෡Λ 是否显著大于 1 或等价地比较 ln෡Λ 是否显著大

于 0 来检验原假设 ℍ0。

第五节似然比检验
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• 正式定义似然比检验统计量𝐿𝑅 = 2ln෡Λ = 2𝑛[መ𝑙( ෠𝜃) − መ𝑙( ෨𝜃)]
• 将 መ𝑙( ෨𝜃) 在无约束 MLE 估计量 ෠𝜃 处作二阶泰勒级数展开，得𝐿𝑅 = 2𝑛 መ𝑙( ෠𝜃) − መ𝑙( ෠𝜃) + 𝑑መ𝑙( ෠𝜃)𝑑𝜃 ( ෨𝜃 − ෠𝜃) + 12 ( ෨𝜃 − ෠𝜃)′ 𝑑2 መ𝑙 ҧ𝜃𝑎𝑑𝜃𝑑𝜃′ ( ෨𝜃 − ෠𝜃)= 𝑛( ෨𝜃 − ෠𝜃)′ −෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 𝑛( ෨𝜃 − ෠𝜃)

其中

✓ 存在 𝑎 ∈ [0, 1]，有 ҧ𝜃𝑎 = 𝑎 ෨𝜃 + (1 − 𝑎) ෠𝜃，

✓
𝑑𝑑𝜃 መ𝑙( ෠𝜃) = 𝟎 是无约束 MLE ෠𝜃 的一阶条件，

✓ ෡𝐻(𝜃) = 𝑑2 መ𝑙(𝜃)𝑑𝜃𝑑𝜃′ 是样本黑塞矩阵。

第五节似然比检验
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• 以下，在有约束 MLE 估计量 ෨𝜃 处对 𝑑𝑑𝜃 መ𝑙( ෠𝜃) 作泰勒展开，得𝟎 = 𝑑መ𝑙( ෠𝜃)𝑑𝜃 = 𝑑መ𝑙( ෨𝜃)𝑑𝜃 + ෡𝐻 ҧ𝜃𝑏 ( ෠𝜃 − ෨𝜃)
• 其中，存在 𝑏 ∈ [0, 1]， ҧ𝜃𝑏 = 𝑏 ෨𝜃 + 1 − 𝑏 ෠𝜃。该结果与有约束
MLE 估计量的一阶条件 𝐺( ෨𝜃)′ ሚ𝜆 = − 𝑑𝑑𝜃 መ𝑙( ෨𝜃) 相结合，可推出𝑛( ෠𝜃 − ෨𝜃) = −෡𝐻 ҧ𝜃𝑏 −1 𝑛 𝑑መ𝑙( ෨𝜃)𝑑𝜃= ෡𝐻 ҧ𝜃𝑏 −1𝐺( ෨𝜃)′ 𝑛 ሚ𝜆

• 这一关系式为拉格朗日乘子估计量 ሚ𝜆 提供了另一种解释，即

其测度了无约束和有约束 MLE 估计量 ෠𝜃 和 ෨𝜃 之间的差异。

• 故而有𝐿𝑅 = − 𝑛 ሚ𝜆′𝐺( ෨𝜃) ෡𝐻 ҧ𝜃𝑏 −1 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑏 −1𝐺( ෨𝜃)′ 𝑛 ሚ𝜆

第五节似然比检验
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• 因为𝐿𝑅 − 𝐿𝑀 = − 𝑛 ሚ𝜆′ 𝐺( ෨𝜃) ෡𝐻 ҧ𝜃𝑏 −1 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑏 −1𝐺( ෨𝜃)′ − 𝐺( ෨𝜃) ෡𝐻( ෨𝜃)−1𝐺( ෨𝜃)′ 𝑛 ሚ𝜆= 𝑂𝑝(1)𝑜𝑝(1)𝑂𝑝(1)= 𝑜𝑝(1)
其中，由引理 7.11 以及𝑛 ሚ𝜆 →𝑑 𝑁 𝟎,− 𝐺 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′ −1
可得 𝑛 ሚ𝜆 = 𝑂𝑝(1)，且𝐺( ෨𝜃) ෡𝐻 ҧ𝜃𝑏 −1 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑎 ෡𝐻 ҧ𝜃𝑏 −1𝐺( ෨𝜃)′ − 𝐺( ෨𝜃) ෡𝐻( ෨𝜃)−1𝐺( ෨𝜃)′→𝑝 𝐺 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1𝐻 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′ − 𝐺 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′ = 𝟎

• 因此在原假设 ℍ0 下两个统计量 LR 和 LM 渐近等价。

第五节似然比检验
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• 据渐近等价性引理 (参见引理 7.10) 以及在 ℍ0 下 𝐿𝑀→𝑑 𝜒𝐽2 (参

见定理 9.3)，可得如下结论。

第五节似然比检验

若假设 8.1-8.6 、假设 9.3 以及 ℍ0: 𝑔(𝜃0) = 𝟎 成立，则在原假设ℍ0 下，当 𝑛 → ∞ 时，似然比检验统计量𝐿𝑅 →𝑑 𝜒𝐽2
定理 9.4 [似然比 (Likelihood Ratio, LR) 检验]
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第五节似然比检验

• 似然比检验、沃尔德检验与拉格朗日乘子检验是假设检验的

三大经典方法。

• 还可证明，在原假设 ℍ0 下，基于 MLE ෠𝜃 的沃尔德检验统计

量 𝑊 和拉格朗日乘子检验统计量 LM 也渐近等价。

• 在模型误设时，依然可以构造服从渐近 𝜒2 分布的稳健沃尔德

检验统计量和稳健 LM 检验统计量，但却不能构造稳健 LR

检验统计量。
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第六节说明性例子

• 现在举两个简单例子说明如何计算：

✓ 基于 MLE 的沃尔德检验统计量 𝑊
✓ 拉格朗日乘子检验统计量 LM

✓ 似然比检验统计量 LR

• 第一个例子是来自伯努利分布 Bernoulli(𝜃) 的 IID 随机样本，

第二个例子是来自正态分布 𝑁(𝜇, 𝜎2) 的 IID 随机样本。
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9.6.1 伯努利分布下的假设检验

• 假设 𝑿𝑛 为来自伯努利分布 Bernoulli(𝜃) 的 IID 随机样本，其

中伯努利随机变量有两个可能的取值：𝑋𝑖 = ቊ 1, 概率为 𝜃0, 概率为 1 − 𝜃
• 参数 𝜃 ∈ (0, 1) 未知。现考虑检验ℍ0: 𝜃 = 𝜃0

和 ℍ𝐴: 𝜃 ≠ 𝜃0
其中 𝜃0 为已知常数。因此，有 𝑔(𝜃) = 𝜃 − 𝜃0，且梯度即导

数为 𝐺(𝜃) = 𝑑𝑔(𝜃)𝑑𝜃 = 1

第六节说明性例子 9.6.1 伯努利分布下的假设检验
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• 因为总体 PMF 𝑓 𝑥, 𝜃 = 𝜃𝑥 1 − 𝜃 1−𝑥，𝑥 = 0, 1，则 IID 随机

样本 𝑿𝑛 的对数似然函数为ln෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 =෍𝑖=1𝑛 ln𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃= 𝑛 ത𝑋𝑛ln𝜃 + 𝑛 1 − ത𝑋𝑛 ln (1 − 𝜃)
• 其中样本均值 ത𝑋𝑛 是 𝜃 的充分统计量。MLE 的一阶条件为𝜕ln෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛𝜕𝜃 = 𝑛 ത𝑋𝑛෠𝜃 − 𝑛 − 𝑛 ത𝑋𝑛1 − ෠𝜃 = 0
• 因此，MLE ෠𝜃 = ത𝑋𝑛。

第六节说明性例子 9.6.1 伯努利分布下的假设检验
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• 首先考察沃尔德检验。回顾引理 8.4 定义的黑塞矩阵𝐻(𝜃) = 𝐸𝜃 𝜕2ln𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃2
• 因为 𝜕2ln𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃2 = − 𝑋𝑖𝜃2 − 1 − 𝑋𝑖(1 − 𝜃)2
• 样本黑塞矩阵 ෡𝐻 𝜃 = 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝜕2ln𝑓 𝑋𝑖,𝜃𝜕𝜃2= − σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖𝑛𝜃2 − σ𝑖=1𝑛 1−𝑋𝑖𝑛(1−𝜃)2= − ത𝑋𝑛𝜃2 − 1− ത𝑋𝑛(1−𝜃)2

第六节说明性例子 9.6.1 伯努利分布下的假设检验
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• 因此，有 ෡𝐻( ෠𝜃) = − 1ത𝑋𝑛 1 − ത𝑋𝑛
• 在原假设 ℍ0: 𝜃 = 𝜃0 下，当 𝑛 → ∞ 时，沃尔德检验统计量为𝑊 = 𝑛𝑔( ෠𝜃)′ −𝐺( ෠𝜃) ෡𝐻−1( ෠𝜃)𝐺( ෠𝜃)′ −1𝑔( ෠𝜃)= 𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 2ത𝑋𝑛 1 − ത𝑋𝑛= 𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜃0 2ത𝑋𝑛 1 − ത𝑋𝑛→𝑑 𝜒12
• 这里渐近分布 𝜒12 由 𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜃0 →𝑑 𝑁 0, 𝜎2 和斯勒茨基定理

(定理 7.8) 而得。

第六节说明性例子 9.6.1 伯努利分布下的假设检验
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• 下面考察拉格朗日乘子检验。定义拉格朗日函数𝐿(𝜃, 𝜆) = መ𝑙(𝜃) + 𝜆′𝑔(𝜃) = መ𝑙(𝜃) + 𝜆 𝜃 − 𝜃0
其中标准化对数似然函数መ𝑙(𝜃) = ത𝑋𝑛ln𝜃 + 1 − ത𝑋𝑛 ln (1 − 𝜃)

• 有约束 MLE 估计量的一阶条件为𝜕𝐿( ෨𝜃, ሚ𝜆)𝜕𝜃 = 𝜕መ𝑙( ෨𝜃)𝜕𝜃 + ሚ𝜆 = 0𝜕𝐿( ෨𝜃, ሚ𝜆)𝜕𝜆 = 𝑔( ෨𝜃) = ෨𝜃 − 𝜃0 = 0

第六节说明性例子 9.6.1 伯努利分布下的假设检验
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• 从而 ෨𝜃 = 𝜃0，且 ሚ𝜆 = −𝜕መ𝑙( ෨𝜃)𝜕𝜃= − ത𝑋𝑛෨𝜃 + 1 − ത𝑋𝑛1 − ෨𝜃= − ത𝑋𝑛 − ෨𝜃෨𝜃(1 − ෨𝜃)= − ത𝑋𝑛 − 𝜃0𝜃0 1 − 𝜃0
• 这表明 ሚ𝜆 测度了无约束 MLE ෠𝜃 = ത𝑋𝑛 和有约束MLE ෨𝜃 = 𝜃0 之

间的差异。

第六节说明性例子 9.6.1 伯努利分布下的假设检验
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• 同时，样本黑塞矩阵෡𝐻( ෨𝜃) = − ത𝑋𝑛𝜃02 − 1 − ത𝑋𝑛1 − 𝜃0 2= − ത𝑋𝑛 1 − 𝜃0 2 + 1 − ത𝑋𝑛 𝜃02𝜃02 1 − 𝜃0 2
• 因此，有𝐿𝑀 = −𝑛 ሚ𝜆′𝐺( ෨𝜃) ෡𝐻( ෨𝜃)−1𝐺( ෨𝜃)′ ሚ𝜆= 𝑛 − ത𝑋𝑛 − 𝜃0𝜃0 1 − 𝜃0 2 ത𝑋𝑛 1 − 𝜃0 2 + 1 − ത𝑋𝑛 𝜃02𝜃02 1 − 𝜃0 2 −1

= 𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜃0 2ത𝑋𝑛 1 − 𝜃0 2 + 1 − ത𝑋𝑛 𝜃02

第六节说明性例子 9.6.1 伯努利分布下的假设检验
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• 最后，似然比检验统计量𝐿𝑅 = 2𝑛[መ𝑙( ෠𝜃) − መ𝑙( ෨𝜃)]= 2𝑛 ത𝑋𝑛ln ത𝑋𝑛𝜃0 + 1 − ത𝑋𝑛 ln 1 − ത𝑋𝑛1 − 𝜃0

第六节说明性例子 9.6.1 伯努利分布下的假设检验
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9.6.2 正态分布下的假设检验

• 假设 𝑿𝑛 为来自正态分布 𝑁(𝜇, 𝜎2) 的 IID 随机样本，其中参数𝜃 = (𝜇, 𝜎2) 未知。

• 考虑检验如下假设ℍ0: 𝜇 = 𝜇0 和 ℍ𝐴: 𝜇 ≠ 𝜇0
其中 𝜇0 为已知常数。

• 这等价于选择检验函数𝑔(𝜃) = 𝜇 − 𝜇0
• 从而 𝐺(𝜃) = 𝑑𝑔(𝜃)𝑑𝜃 = 1, 0

是一个二维行向量。

第六节说明性例子 9.6.2 正态分布下的假设检验
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• 因为总体分布 𝑁(𝜇, 𝜎2) 的 PDF 为𝑓(𝑥, 𝜃) = 12𝜋𝜎2 𝑒−(𝑥−𝜇)22𝜎2
• 随机样本 𝑿𝑛 的标准化对数似然函数是መ𝑙(𝜃) = − 12 ln (2𝜋) − 12 ln 𝜎2 − 12𝜎2 1𝑛σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇 2
• 对无约束的 MLE，例 8.4 已求得Ƹ𝜇 = ത𝑋𝑛ො𝜎2 = 1𝑛σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋𝑛 2

第六节说明性例子 9.6.2 正态分布下的假设检验
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• 同时，样本黑塞矩阵

෡𝐻(𝜃) = − 1𝜎2 − 1𝜎4 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇
− 1𝜎4 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇 12𝜎4 − 1𝜎6 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇 2

• 当 𝜃 = ෠𝜃 时，有 ෡𝐻( ෠𝜃) = − 1ො𝜎2 00 − 12 ො𝜎4

第六节说明性例子 9.6.2 正态分布下的假设检验
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• 从而在原假设 ℍ0: 𝜇 = 𝜇0 下，沃尔德检验统计量为𝑊 = −𝑛𝑔( ෠𝜃)′ 𝐺( ෠𝜃) ෡𝐻( ෠𝜃)−1𝐺( ෠𝜃)′ −1𝑔( ෠𝜃)= 𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇0 2ො𝜎2→𝑑 𝜒12
• 这里渐近分布 𝜒12 由 𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇 /𝜎 ∼ 𝑁(0,1) 和斯勒茨基定

理 (定理 7.8) 而得。

第六节说明性例子 9.6.2 正态分布下的假设检验
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构建拉格朗日乘子检验统计量

• 考察有约束 MLE 估计量෨𝜃 = argmax𝜃∈Θ መ𝑙(𝜃)
• 此处约束条件为 𝜇 = 𝜇0。定义拉格朗日函数𝐿(𝜃, 𝜆) = መ𝑙(𝜃) + 𝜆 𝜇 − 𝜇0
• 则一阶条件为𝜕𝐿( ෨𝜃, ሚ𝜆)𝜕𝜇 = 1෤𝜎2 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − ෤𝜇 + ሚ𝜆 = 0𝜕𝐿( ෨𝜃, ሚ𝜆)𝜕𝜎2 = − 12 ෤𝜎2 + 12 ෤𝜎4 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − ෤𝜇 2 = 0𝜕𝐿( ෨𝜃, ሚ𝜆)𝜕𝜆 = ෤𝜇 − 𝜇0 = 0

第六节说明性例子 9.6.2 正态分布下的假设检验
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• 求解一阶条件，得 ෤𝜇 = 𝜇0෤𝜎2 = 1𝑛σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇0 2ሚ𝜆 = − 1෥𝜎2 ത𝑋𝑛 − 𝜇0
且样本黑塞矩阵෡𝐻( ෨𝜃) = − 1෥𝜎2 − 1෥𝜎4 ത𝑋𝑛 − 𝜇0− 1෥𝜎4 ത𝑋𝑛 − 𝜇0 − 12෥𝜎4

• 因此，拉格朗日乘子检验统计量𝐿𝑀 = −𝑛 ሚ𝜆′𝐺( ෨𝜃) ෡𝐻−1( ෨𝜃)𝐺( ෨𝜃)′ ሚ𝜆= 𝑛 ത𝑋𝑛−𝜇0 2෥𝜎2−2 ത𝑋𝑛−𝜇0 2

第六节说明性例子 9.6.2 正态分布下的假设检验
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• 最后，构建似然比检验统计量 LR。

• 因为 መ𝑙( ෠𝜃) = −12 ln (2𝜋) − 12 ln ො𝜎2 − 12መ𝑙( ෨𝜃) = −12 ln (2𝜋) − 12 ln ෤𝜎2 − 12
• 从而 𝐿𝑅 = 2𝑛[መ𝑙( ෠𝜃) − መ𝑙( ෨𝜃)]= 𝑛ln ෤𝜎2ො𝜎2

第六节说明性例子 9.6.2 正态分布下的假设检验
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• 上式表明，极大似然检验通过比较原假设和备择假设下的方

差估计量来检验总体均值是否满足 𝜇 = 𝜇0。这里似然比等于

样本方差比的对数函数。

• 直观上，当 𝜇 ≠ 𝜇0， ෤𝜎2 = 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇0 2 并非 𝜎2 的一

致估计量。

• 当 𝑛 很大时， ෤𝜎2 将大于 ො𝜎2，赋予 LR 拒绝原假设的功效。

当 𝑛 → ∞ 时，LR 检验统计量趋向无穷大。

第六节说明性例子 9.6.2 正态分布下的假设检验
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• 假设检验是统计推断最重要的任务之一。

• 本章介绍了统计推断中假设检验的基本概念和基本思想，以

及著名的内曼-皮尔逊引理，即基于似然比的检验是简单假设

的一致最大功效检验。

• 接着，讨论了三个经典的统计检验方法：

✓ 沃尔德检验

✓ 拉格朗日乘子检验

✓ 似然比检验

• 并证明了在参数概率模型正确设定条件下三者在原假设下渐

近等价。

第七节小结
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Thank You !


