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统计的抽样推断 (Sampling Inference)

• 考察一个来自总体分布 𝑓𝑋(𝑥) 的随机样本 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛)。
• 随机样本 𝑿𝑛 的一个实现值 𝒙𝑛 称为样本容量为 𝑛 的数据集。

• 统计推断的主要目的是使用观测数据 𝒙𝑛 对总体分布 𝑓𝑋(𝑥) 进

行推断。

第一节 总体与分布模型
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参数方法 (Parametric Approach)

• 通常假设一族参数候选概率分布 ሽ𝔽 = {𝑓(⋅, 𝜃): 𝜃 ∈ Θ
✓ 其中 𝑓: Ω × Θ → ℝ+ 是已知函数形式的 PMF/PDF，
✓ Ω 是随机变量 𝑋𝑖 的支撑，

✓ Θ 是包含 𝑝 × 1 维参数向量 𝜃 的所有可能取值的参数空间，

其中 𝑝 是有限且固定的正整数。

✓ 参数 𝜃 ∈ Θ 的每个值对应分布族 𝔽 的一个分布，𝜃 不同取

值对应 𝔽 中不同的概率分布。

第一节 总体与分布模型
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正确的模型设定 (Correct Model Specification)

• 假设概率分布族 𝔽 包含了生成观测数据 𝒙𝑛 的未知真实总体分

布 𝑓𝑋(𝑥)，即存在某一参数值 𝜃0 ∈ Θ 满足𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓 𝑥, 𝜃0 , 对几乎所有 𝑥 ∈ Ω (除一个可数实数集外)

则称 𝔽 是对总体分布 𝑓𝑋(∙) 的正确设定，且 𝜃0 称为参数 𝜃 的

真实值。

• 反之，若不存在任何参数值 𝜃 ∈ Θ，使得对几乎所有 𝑥 ∈ Ω 有𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝜃)，则称 𝔽 是总体分布 𝑓𝑋(∙) 的误设。

• 举例：若设定一族正态分布模型，但真实总体分布服从伽玛分

布，则正态分布模型为误设。此时，不存在任何参数值 𝜃，可

使对几乎所有 𝑥 ∈ Ω，有 𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝜃)。

第一节 总体与分布模型
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正确模型设定图 vs. 模型误设图

第一节 总体与分布模型
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例 8.1：[ Probit和 Logit离散选择模型
(Discrete Choice Models)]

• 当因变量有二元结果，如取 0 和 1 两个可能值，常使用

Probit 和 Logit 模型。

• 例如，职员是否受雇、消费者是否购买某一款汽车，以及金融

危机 (如违约风险) 是否发生等。

✓ Probit 模型假设𝑃 𝑌𝑖 = 1 ∣ 𝑋𝑖 = Φ 𝜃1 + 𝜃2𝑋𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
其中 Φ(·) 是 𝑁(0, 1) CDF，𝑋𝑖 是解释变量，𝜃 = (𝜃1, 𝜃2)。

✓ Logit 模型则假设𝑃 𝑌𝑖 = 1 ∣ 𝑋𝑖 = 11+𝑒− 𝜃1+𝜃2𝑋𝑖

第一节 总体与分布模型
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例 8.2： [经济学和金融学的生存/久期分析
(Survival/Duration Analysis in Economics and Finance)]

• 考虑对如下情况所需的时间建模：

✓ 患癌病人还能存活多长时间、

✓ 失业者花多长时间才能重新找到工作、

✓ 两次交易或两个价格变化之间持续多长时间、

✓ 罢工将持续多长时间、

✓ 初创企业将存活多长时间、

✓ 一个家庭多长时间可以脱贫、

✓ 什么时候会爆发金融危机 (如信用违约风险)，等等。

• 对这类问题的研究通常称为久期分析或生存分析。

第一节 总体与分布模型
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第一节 总体与分布模型

• 假设随机变量 𝑇𝑖 代表一个已发生了的经济事件的持续时间，

其概率密度函数为 𝑓(𝑡)，概率分布函数为 𝐹(𝑡)。
• 则生存函数 (survival function)定义为 )𝑆(𝑡) = 𝑃 𝑇𝑖 > 𝑡 = 1 − 𝐹(𝑡
• 风险率 (hazard rate) 则为𝜆(𝑡) = lim𝛿→0+ 𝑃 𝑡<𝑇𝑖≤𝑡+𝛿∣𝑇𝑖>𝑡𝛿= )𝑓(𝑡)𝑆(𝑡

例 8.2 (Cont.)：
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第一节 总体与分布模型

• 直觉上，风险率 𝜆(𝑡) 是指事件已持续了 𝑡 时期并将在时间点𝑡 结束的瞬时概率。上述公式表明，对 𝜆(𝑡) 的模型设定等价

于对概率密度函数 𝑓(𝑡) 的模型设定。从经济学视角看，对𝜆(𝑡) 建模更易于进行经济解释。

• 风险率可能因人而异。为了控制个体之间的异质性，可假设

个体特质风险率依赖于个体特征变量𝑋𝑖 (如年龄、性别、种族、

教育、工作经验)，具体形式如下𝜆𝑖 𝑡 = 𝑒𝑋1′𝜃𝜆0 𝑡
其中 𝜆0(𝑡) 为基准风险函数 (baseline hazard function)。

例 8.2 (Cont.)：
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第一节 总体与分布模型

• 上 述 模 型 由 Cox (1972) 首 先 提 出 ， 称 为比例风险模型

(proportional hazard model)。

• 若模型正确设定，则真实参数值为

𝜃0 = )𝜕l n 𝜆𝑖 (𝑡𝜕𝑋𝑖 = 1 )𝜆𝑖(𝑡 )𝜕𝜆𝑖(𝑡𝜕𝑋𝑖
可解释为个体 𝑖 的特征变量 𝑋𝑖 对其风险率的相对边际效应。

例 8.2 (Cont.)：
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第一节 总体与分布模型

• 对 𝜃0 的推断可帮助理解个体特征如何对其久期产生影响。

• 例如，假设 𝑇𝑖 是工人 𝑖 的失业持续时间，则对 𝜃0 的推断有助

于理解某个人的具体特征，如年龄、教育程度、性别、是否

参加在职培训等，如何影响其失业持续时间。这对劳动力市

场具有重要的政策启示。

• 可求得给定 𝑋𝑖 时 𝑇𝑖 的条件概率密度函数)𝑓𝑖(𝑡) = 𝜆𝑖(𝑡)𝑆𝑖(𝑡
其中生存函数为 𝑆𝑖(𝑡) = 𝑒− 0𝑡׬ 𝜆𝑖(𝑠)𝑑𝑠

• 本章即将介绍的极大似然方法可用于估计参数值 𝜃0。

例 8.2 (Cont.)：
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第一节 总体与分布模型

• 通常，真实参数值 𝜃0 是未知的，需要使用观测数据 𝒙𝑛 对 𝜃0
做出推断。

• 传统上，统计推断问题分为两大部分，

✓ 一是参数估计 (estimation)，

✓ 二是假设检验 (hypothesis testing)。

• 本章重点考虑如何估计未知参数值 𝜃0。关于 𝜃0 的估计量是一

个统计量，其实现值可视为对 𝜃0 的估计值。

• 以下将介绍两种最常用的估计方法，即极大似然估计法 (MLE)

和广义矩估计法 (GMM)。经典的矩估计方法 (MME) 是广义矩

估计法的一个特例。
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• 著名统计学家罗纳德·费希尔 (Ronald A. Fisher) 提出了一种

称为极大似然估计 (MLE) 的方法。他证明 MLE 能给出参数𝜃 的充分统计量 (只要其存在)，且在某些准则下，MLE 是 𝜃0
最有效的估计量，从而展示了该方法的优越性。

• MLE 的基本思想是：基于观测数据 𝒙𝑛，选择参数 𝜃 值使得

随机样本 𝑿𝑛 取值为观测数据 𝒙𝑛 的概率最大。

第二节 极大似然估计

◆ 问题

如何根据数据集 𝒙𝑛 估计未知参数值 𝜃0？
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[似然函数 (Likelihood Function)]：给定观测数据集 𝒙𝑛，随机

样本 𝑿𝑛 的联合 PMF/PDF 作为参数 𝜃 的函数，෠𝐿 𝜃 ∣ 𝒙𝑛 = 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃
称为随机样本 𝑿𝑛 在其取值为观测数据 𝒙𝑛 时的似然函数。此外，ln ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝒙𝑛 称为随机样本 𝑿𝑛 在其取值为观测数据 𝒙𝑛 时的对数

似然函数 (log-likelihood function)。

定义 8.1

第二节 极大似然估计
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• 似然函数 ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝒙𝑛 与随机样本 𝑿𝑛 取值为 𝒙𝑛 的联合概率或联

合概率密度在数值上是相等的。但二者的概念不同：

✓ 似然函数 ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝒙𝑛 是 𝑿𝑛 取值为 𝒙𝑛 的概率或概率密度如

何随参数 𝜃 值的变化而变化，

✓ 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 则是给定参数 𝜃 值时，对 𝑿𝑛 取不同数据集 𝒙𝑛
的概率或概率密度的测度。

• 随机样本 𝑿𝑛 的联合分布 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 不同于总体分布 𝑓(𝑥, 𝜃)。
后者是每个随机变量 𝑋𝑖 的分布。

• 极大似然估计方法就是在参数空间 Θ 上选择最大化似然函数

的参数值 𝜃，该参数值称为极大似然估计量。

第二节 极大似然估计
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[极大似然估计量 (Maximum Likelihood Estimator, MLE)]：令Θ 为有限维参数空间，假设统计量 ෠𝜃 ≡ ෠𝜃𝑛 𝑿𝑛 在 𝜃 ∈ Θ 上最大

化 ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 ，即෠𝜃 ≡ ෠𝜃𝑛 𝑿𝑛 = arg max𝜃∈Θ ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛
• 若 ෠𝜃 ≡ ෠𝜃𝑛 𝑿𝑛 存在，则称之为未知参数值 𝜃0 的 MLE。

• 给定随机样本 𝑿𝑛 的一个样本点 (或数据集) 𝒙𝑛， ෠𝜃𝑛 𝒙𝑛 称为𝜃0 的一个极大似然估计值。

• 一般情况下，不同的样本点 𝒙𝑛 对应不同的极大似然估计值。

定义 8.2

第二节 极大似然估计
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• 根据目标函数的性质，MLE 是使观测数据 𝒙𝑛 发生的概率最大

的参数估计值。换言之，通过选择参数估计值 ෠𝜃𝑛 𝒙𝑛 ，MLE

使 𝑿𝑛 = 𝒙𝑛 的概率最大化，也就是使随机样本 𝑿𝑛 取观测值𝒙𝑛 的概率最大化。

• 在一些情形下，对某些数据集 𝒙𝑛，෠𝐿 𝜃 ∣ 𝒙𝑛 在 Θ 上的最大值

未必存在。此时 MLE 不存在。(问题：可否举出一个例子？)

• 现在提供保证 MLE 存在的充分条件。

第二节 极大似然估计
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[MLE 的存在性 (Existence of MLE)]：假设 ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 为 𝜃 ∈ Θ
的连续函数的概率为 1，且参数空间 Θ 是紧集 (compact set)。

则存在如下问题的全局最优解 (global maximizer) ෠𝜃，即෠𝜃 ≡ ෠𝜃𝑛 𝑿𝑛 = arg max𝜃∈Θ ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛

定理 8.1

第二节 极大似然估计
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证明：

• 应用维尔斯特拉斯定理 (Weierstrass theorem)。

✓ 图 8.2 是当参数 𝜃 为标量时的 MLE 图。

第二节 极大似然估计
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• 通常求解 max𝜃∈Θ ln ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 比较方便，其中 ln ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 称为

对数似然函数，它是 ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 的严格单调增函数。

• MLE 可能并不唯一。给定观测数据集 𝒙𝑛，MLE 可能在参数空

间 Θ 上的多个点处取值。因此，可能出现 MLE 有多个解的情

形。

• 对数似然函数最大值在参数空间 Θ 上获得，而参数空间 Θ 可

能存在一些约束条件。例如，当估计广义自回归条件异方差

(generalized autoregressive conditional heteroskedasticity,

GARCH) 模型时 (Bollerslev, 1986)，需要对参数 𝜃 施加一些约

束条件以保证条件方差总是非负的。

第二节 极大似然估计
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• 当 ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 是 𝜃 ∈ Θ 的平滑函数时，特别地，当 l n ෠𝐿 () 𝜃 ∣𝑿𝑛 是 𝜃 ∈ Θ 的二次连续可导函数时， ෠𝜃 容易求解。在此情形

下， MLE 存在的必要条件是 ෠𝜃 必须满足一阶条件อ𝜕l n ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛𝜕𝜃 𝜃=෡𝜃 = 𝟎
• 若 𝜃 是 𝑝 × 1 维参数向量，则一阶条件包含 𝑝 个方程。从该一

阶条件可求解 ෠𝜃。从图像上看，MLE ෠𝜃 位于似然函数中斜率为0 的点，见图 8.2。

第二节 极大似然估计
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• FOC 仅为最大化的必要条件而非充分条件，故其仅为 MLE 提

供了可能的候选参数值。一阶导数为零的点可能为局部最大

(local maxima) 、 全局最小 (global minima) 、 或 拐点

(inflection point)。

• 为了找到全局最大解，需检验二阶条件。若 𝑝 × 𝑝 维样本黑塞

矩阵 ෡𝐻(𝜃) = 𝜕2l n ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛𝜕𝜃𝜕𝜃′
对所有 𝜃 ∈ Θ 是负定，则 ෠𝜃 是全局最大解。

第二节 极大似然估计
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• 许多情况下可能不容易验证 ෡𝐻(𝜃) 对所有 𝜃 ∈ Θ 是负定，而验

证 ෡𝐻( ෠𝜃) 为负定则相对容易，从而可推出 ෠𝜃 是局部最大解。当𝜃 维数较高时，用二阶导数条件检验最大值可能会比较繁冗，

可以尝试其他方法。

• 需要强调，一阶导数为零仅可在函数定义域内部定位极值点。

若极值出现在边界上，一阶导数可能不为零。因此，需要单独

检验边界是否存在极值的情况，这可通过库恩-塔克 (Kuhn-

Tucker) 定理完成。

第二节 极大似然估计
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• 当出现无法由一阶条件推出 ෠𝜃 的解析解 (closed form solution)

的情况时，需要求 ෠𝜃 的数值解 (numerical solution)。

• 绝大多数计算机软件都可计算数值解。

第二节 极大似然估计
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MLE方法的步骤

1. 求出对数似然函数 ln෠𝐿(𝜃 ∣ 𝑿𝑛) 的表达式。对具有总体

PMF/PDF 𝑓(𝑥, 𝜃) 的 IID 随机样本，ln ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 = σ𝑖=1𝑛 ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃 ；

2. 解一阶条件 (FOC) 并求得 ෠𝜃；

3. 检验二阶条件 (SOC) 以确保 ෠𝜃 为全局最大解或至少为局部最

大解。

第二节 极大似然估计
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例 8.3：

• 令 𝑿𝑛 为 IID 𝑁(𝜇, 1) 随机样本。

• 求 𝜇 的 MLE 估计量

第二节 极大似然估计

解：

• 令 𝜃 = 𝜇。因为 𝑿𝑛 为 IID 𝑁(𝜇, 1) 随机样本，随机样本 𝑿𝑛 的似

然函数为 ෠𝐿 𝜇 ∣ 𝑿𝑛 = ෑ𝑖=1𝑛 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃
= ෑ𝑖=1𝑛 12𝜋 𝑒−12 𝑋𝑖−𝜇 2
= (2𝜋) − Τ𝑛 2𝑒−12 σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖−𝜇 2
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例 8.3 (Cont.)

解 (Cont.)：

• 而因对数似然函数为l n ෠𝐿 𝜇 ∣ 𝑿𝑛 = −𝑛2 l n( 2𝜋) − 12෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇 2
• 由 FOC 条件得 อ𝑑l n ෠𝐿 Ƹ𝜇 ∣ 𝑿𝑛𝑑𝜇 ≡ 𝑑l n ෠𝐿 𝜇 ∣ 𝑿𝑛𝑑𝜇 𝜇=ෝ𝜇 = ෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − Ƹ𝜇 = 0
• 解得样本均值估计量 Ƹ𝜇 = ത𝑋𝑛

第二节 极大似然估计
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解 (Cont.)：

• 由 SOC 条件得𝑑2l n ෠𝐿 𝜇 ∣ 𝑿𝑛𝑑𝜇2 = −𝑛 < 0, 对所有 𝜇
• 因此 Ƹ𝜇 = ത𝑋𝑛 为全局最大解。同时 Ƹ𝜇 = ത𝑋𝑛 也是 𝜇 的充分统计

量，参见第六章例 6.11。

例 8.3 (Cont.)

第二节 极大似然估计
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• 假设 𝑿𝑛 为 IID 𝑁(𝜇, 𝜎2) 随机样本, 求 (𝜇, 𝜎2) 的 MLE。

例 8.4：

第二节 极大似然估计

解：

• 令 𝜃 = (𝜇, 𝜎2)，则 𝑿𝑛 的对数似然函数为l n ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 = −𝑛2 l n( 2𝜋) − 𝑛2 l n 𝜎2 − 12𝜎2෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇 2
• FOC 为 𝜕l n ෠𝐿 ෠𝜃 ∣ 𝑿𝑛𝜕𝜇 = 1ො𝜎2෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − Ƹ𝜇 = 0

𝜕l n ෠𝐿 ෠𝜃 ∣ 𝑿𝑛𝜕𝜎2 = − 𝑛2 ො𝜎2 + 12 ො𝜎4෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − Ƹ𝜇 2 = 0
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解 (Cont.)：

• 其中 ෠𝜃 = Ƹ𝜇, ො𝜎2 。注意，此处 𝜎2 被视为一个参数，而非 𝜎。

• 从而有 Ƹ𝜇 = ത𝑋𝑛ො𝜎2 = 𝑛−1෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋𝑛 2
• 𝜎2 的 MLE 估计量 ො𝜎2 与第六章定义的样本方差 𝑆𝑛2 = (𝑛 −1)−1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋𝑛 2 有所不同。

极大似然估计

例 8.4 (Cont.)：
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解 (Cont.)：

• 为检验 SOC，计算样本黑塞矩阵෡𝐻(𝜃) = − 𝑛𝜎2 − 1𝜎4σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇− 1𝜎4σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇 𝑛2𝜎4 − 1𝜎6σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇 2
• 当 𝜃= ෠𝜃 时，有 ෡𝐻( ෠𝜃) 为负定。෡𝐻( ෠𝜃) = − 𝑛ෝ𝜎2 00 − 𝑛2ෝ𝜎4
• 因此 ෠𝜃 是局部最大解。同时，MLE ෠𝜃=( Ƹ𝜇, ො𝜎2) 也是 𝜃 = (𝜇, 𝜎2)

的充分统计量，参见第六章例 6.12。

例 8.4 (Cont.)：

第二节 极大似然估计
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◆ 问题 8.2

假若将 𝜎 而非 𝜎2 视作一个参数，上例中可否获得相同的

MLE 解呢？

• 答案是肯定的。从以下 MLE 不变性可求得ො𝜎 = ො𝜎2

第二节 极大似然估计
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[极大似然估计的不变性 (Invariance of MLE)]：假设 ෠𝜃 为 𝜃 ∈Θ 的 MLE 估计量， 𝑔(·) 是参数空间 Θ 上的一一映射。则 𝑔( ෠𝜃)
是 𝑔(𝜃) 的 MLE 估计量。

定理 8.2

证明：

• 因 𝑔(𝜃) 是参数空间 Θ 上的一一映射，故存在唯一反函数 ℎ(·)
使得对所有 𝜃 ∈ Θ 有 ℎ[𝑔(𝜃)] = 𝜃。

• 定义新参数 𝜏 = 𝑔(𝜃)。现在求 𝜏 的 MLE 估计量。由反函数可

得 𝜃 = ℎ(𝜏)。于是随机样本 𝑿𝑛 的似然函数为෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 = ෠𝐿 ℎ(𝜏) ∣ 𝑿𝑛 = ෠𝐿∗ 𝜏 ∣ 𝑿𝑛
• 其中 ෠𝐿∗ 𝜏 ∣ 𝑿𝑛 是随机样本 𝑿𝑛 关于新参数 𝜏 的似然函数。

第二节 极大似然估计
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证明 (Cont.)：

• 假设 ෠𝜃 是 𝜃 ∈ Θ 的全局 MLE 估计量。则有෠𝐿 ෠𝜃 ∣ 𝑿𝑛 ≥ ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 , 对所有 𝜃 ∈ Θ
• 令 Ƹ𝜏 = 𝑔( ෠𝜃)，则 ෠𝜃 = ℎ( Ƹ𝜏)。那么对任意 𝜃 ∈ Θ，有෠𝐿 ෠𝜃 ∣ 𝑿𝑛 = ෠𝐿 ℎ( Ƹ𝜏) ∣ 𝑿𝑛= ෠𝐿∗ Ƹ𝜏 ∣ 𝑿𝑛≥ ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 = ෠𝐿 ℎ(𝜏) ∣ 𝑿𝑛= ෠𝐿∗ 𝜏 ∣ 𝑿𝑛
• 其中因为 𝜃 取任意值，故 𝜏 = 𝑔(𝜃) 也取任意值。

第二节 极大似然估计
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证明 (Cont.)：

• 因此，对所有 𝜏 ∈ Γ 有෠𝐿∗ Ƹ𝜏 ∣ 𝑿𝑛 ≥ ෠𝐿∗ 𝜏 ∣ 𝑿𝑛
• 其中 Γ = {𝜏 ∶ 𝜏 = 𝑔(𝜃), 对所有 𝜃 ∈ Θ} 是新参数 𝜏 的参数空间。

故 Ƹ𝜏 是 𝜏 的 MLE 估计量。

证毕。

• 以下定理说明若参数 𝜃 的充分统计量 𝑇(𝑿𝑛) 存在，则 MLE 估

计量 ෠𝜃 可通过最大化充分统计量 𝑇(𝑿𝑛) 的似然函数求得。

第二节 极大似然估计
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[MLE 的充分性 (Sufficiency of MLE)]：假设给定随机样本取值𝑿𝑛 = 𝒙𝑛，随机样本 𝑿𝑛 的似然函数为 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 ，且 𝑇(𝑿𝑛) 是𝜃 的充分统计量，其中参数 𝜃 ∈ Θ。

• 则最大化随机样本 𝑿𝑛 的似然函数的 MLE 估计量 ෠𝜃 也是最大

化充分统计量 𝑇(𝑿𝑛) 的似然函数 𝑓𝑇 𝑿𝑛 𝑇 𝑿𝑛 , 𝜃 的 MLE 估

计量。

定理 8.3

第二节 极大似然估计
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证明：

• 由定义得 MLE 估计量 ෠𝜃 = arg max𝜃∈Θ ln 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃 。因为 𝑇(𝑿𝑛)
是 𝜃 的充分统计量，故对任意给定样本点 𝒙𝑛，有𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 = 𝑓𝑇 𝑿𝑛 𝑇 𝒙𝑛 , 𝜃 𝑓𝑿𝑛∣𝑇 𝑿𝑛 𝒙𝑛 ∣ 𝑇 𝒙𝑛= 𝑓𝑇 𝑿𝑛 𝑇 𝒙𝑛 , 𝜃 ℎ 𝒙𝑛

• 其 中 ， 给 定 𝑇(𝑿𝑛) = 𝑇(𝒙𝑛) 时 ， 𝑿𝑛 的 条 件 分 布𝑓𝑿𝑛∣𝑇 𝑿𝑛 𝒙𝑛 ∣ 𝑇 𝒙𝑛 不依赖于参数 𝜃，并记作函数 ℎ(𝒙𝑛) (参

见第六章第六节的讨论)。

• 从而有l n 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 = l n 𝑓𝑇 𝑿𝑛 𝑇 𝒙𝑛 , 𝜃 + l n ℎ 𝒙𝑛

第二节 极大似然估计



第八章参数估计和评估概率论与统计学 2024-12-30 40

证明 (Cont.)：

• 因此在参数空间 Θ 上最大化 ln 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃 等价于在 Θ 上选择𝜃 最大化 ln 𝑓𝑇(𝑿𝑛)[𝑇 𝑿𝑛 , 𝜃]，即෠𝜃 = arg max𝜃∈Θ l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃= arg max𝜃∈Θ l n 𝑓𝑇 𝑿𝑛 𝑇 𝑿𝑛 , 𝜃
证毕。

第二节 极大似然估计
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第三节 极大似然估计量的渐近性质

• 因为 MLE 估计量 ෠𝜃 通常是随机样本 𝑿𝑛 的非线性函数，故当

随机样本 𝑿𝑛 并非由正态分布生成时，对推导任意给定样本容

量 𝑛 下 MLE ෠𝜃 的均值、方差以及抽样分布将十分困难。

• 下面，应用第七章介绍的渐近理论来考察 MLE ෠𝜃 的渐近性质。

即当 𝑛 → ∞ 时：

✓ ෠𝜃→𝑝 𝜃0？
✓ 𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁 0,？ ？
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正则条件 (regularity conditions)

第三节 极大似然估计量的渐近性质

[IID]𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 为来自某未知总体分布 𝑓𝑋(𝑥) 的 IID 随机样本。

假设 8.1

• 首先提供一组正则条件。为简便起见，此处假设参数 𝜃 为标量。
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正则条件 (Cont.)

第三节 极大似然估计量的渐近性质

[正确的模型设定 (Correct Model Specification)]

(1) 对每个 𝜃 ∈ Θ，𝑓(𝑥, 𝜃) 是未知总体分布 𝑓𝑋(𝑥) 的一个

PMF/PDF 模型，满足对支撑中的所有 𝑥，𝑓(𝑥, 𝜃) > 0，其中 Θ
是有限维参数空间；

(2) 存在唯一一个参数值 𝜃0 ∈ Θ 使得 𝑓(𝑥, 𝜃0) 与总体分布 𝑓𝑋(𝑥)
一致，即对支撑中所有的 𝑥，有 𝑓(𝑥, 𝜃0) = 𝑓𝑋(𝑥)；
(3) ln 𝑓(𝑥, 𝜃) 是 (𝑥, 𝜃) 的连续函数，且其绝对值小于非负函数𝑏(𝑥)，满足 𝐸[𝑏(𝑋𝑖)] < ∞，其中期望 𝐸(·) 定义在总体分布𝑓𝑋(𝑥) 上。

假设 8.2
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正则条件 (Cont.)

第三节 极大似然估计量的渐近性质

[紧参数空间 (Compact Parameter Space)]

参数空间 Θ 为有界闭集，或等价地， Θ 为紧集。

假设 8.3

[唯一识别 (Unique Identification)]

参数值 𝜃0 是 𝐸[ln 𝑓(𝑋𝑖 , 𝜃)] 的唯一最优解。

假设 8.4

[内点解 (Interior Solution)]𝜃0 是参数空间 Θ 的内点 (interior point)。

假设 8.5
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正则 (regularity)条件 (Cont.)

第三节 极大似然估计量的渐近性质

[平滑和矩条件 (Smoothness and Moment Conditions)]

对每个内点 𝜃 ∈ Θ，𝑓(𝑥, 𝜃) 关于 𝜃 二阶连续可导，满足

(1)
𝜕𝜕𝜃 ln 𝑓(𝑥, 𝜃) 和 𝜕2𝜕𝜃2 ln 𝑓(𝑥, 𝜃) 是 (𝑥, 𝜃) 的连续函数，其绝

对值小于非负函数 𝑏(𝑥)，且 𝐸[𝑏(𝑋𝑖)] < ∞，𝐸[𝑏2(𝑋𝑖)] < ∞ ；

(2) 函数 𝐻(𝜃) = 𝐸 𝜕2𝜕𝜃2 ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃 的绝对值在 Θ 不等于零，

并且其绝对值为有限值。

假设 8.6
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• 为便于分析，这一节假设标量参数 𝜃。以下结论可直接扩展到

参数 𝜃 为向量的情形，但这样做并不能对 MLE 的渐近性质提

供新的洞见。

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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正则条件的意义：

• 假设 8.2 是关于概率分布模型 𝑓(𝑥, 𝜃) 的正确设定假设。

• 假设 8.3 中参数空间 Θ 的紧性 (compactness) 保证了 MLE 的

存在 (参见定理 8.1)。

• 假设 8.4 称为识别条件 (identification condition)，它保证MLE

估计量 ෠𝜃 的概率极限 𝜃0 存在并有定义。需要注意，除非 𝜃 =𝜃0，否则一般情形下𝐸 l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃 = න−∞∞ ln 𝑓 (𝑥, 𝜃)𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥≠ න−∞∞ ln 𝑓 (𝑥, 𝜃)𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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正则条件的意义 (Cont.)：

• 在假设 8.5 和 8.6 下，可应用泰勒级数展开推导 MLE ෠𝜃 的渐近

分布。

• 统计学中，函数 𝜕𝜕𝜃 ln 𝑓(𝑥, 𝜃) 称为记分函数 (score function；

若 𝜃 为参数向量，将为向量函数)，而函数 𝐻(𝜃) 称为黑塞函

数 (Hessian function；若 𝜃 为参数向量，将称为黑塞矩阵)。
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[极值估计量引理 (Extreme Estimator Lemma)；White

(1994，定理 3.4)]：假设：

(1) 𝑄(𝜃) 是 𝜃 ∈ Θ 的非随机连续实值函数，且 𝜃0 ∈ Θ 是 𝑄(𝜃)
在 Θ 上的唯一最优解，其中 Θ 为紧集；

(2) 随机序列 ෠𝑄𝑛(𝜃) 是 𝜃 ∈ Θ 的连续函数的概率为 1 ；

(3) lim𝑛→∞sup𝜃∈Θ ෠𝑄𝑛(𝜃) − 𝑄(𝜃) = 0 的概率为 1。

则当 𝑛 → ∞ 时， ෠𝜃 = arg max𝜃∈Θ ෠𝑄𝑛(𝜃) 存在，且几乎处处有෠𝜃 → 𝜃0。

引理 8.1
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• 𝑄(𝜃) 在假设 (1) 下的唯一最优解 𝜃0 是一个识别条件，可保证

假设 (2) 下的估计量 ෠𝜃 有一个明确的概率极限。

• 这 里 的假设 (3) 是 一 致 收 敛 条 件 (uniform convergence

condition)，它可由第七章定理 7.3 即一致强大数定律 (USLLN)

推得。

• 这个假设意味着当 𝑛 → ∞ 时， ෠𝑄𝑛(𝜃) 和 𝑄(𝜃) 之间在参数空

间 Θ 上的最大偏离几乎处处收敛于 0。

• 在 以 下 应 用 中 ， 令 ෠𝑄𝑛 𝜃 = 𝑛−1ln෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑋𝑛 且 𝑄(𝜃) =𝐸 [ln 𝑓 (𝑋𝑖 , 𝜃)]，可证明 MLE ෠𝜃 几乎处处收敛于真实值 𝜃0。
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[𝐸[ln 𝑓(𝑋𝑖 , 𝜃)] 的唯一最优解 (Unique Maximizer)]：若假

设 8.1 与假设 8.2 (1)-(2) 成立，则模型真实参数值 𝜃0 是𝐸 [ln 𝑓 (𝑋𝑖 , 𝜃)] 在 Θ 上的唯一最优解。

引理 8.2

证明：

• 定义相对熵𝐼 )𝑓𝑋(⋅), 𝑓(⋅, 𝜃 = −න−∞∞ l n )𝑓(𝑥, 𝜃)𝑓𝑋(𝑥 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥
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证明 (Cont.)：

• 由詹森不等式与对数函数的凹凸性可推出，对所有 𝜃 ∈ Θ，有𝐼 [𝑓𝑋(·), 𝑓(·, 𝜃)] ≥ 0。故对所有 𝜃 ∈ Θ，න−∞∞ l n[ 𝑓(𝑥, 𝜃)]𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 ≤ න−∞∞ l n )𝑓𝑋(𝑥 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥
• 显然，若令 𝜃 = 𝜃0，在假设模型正确设定下，有 𝑓 (𝑥, 𝜃0) =𝑓𝑋(𝑥) ， 因 此 可 在 𝜃 = 𝜃0 处 获 得 𝐸 ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃 ∞∞−׬= ln 𝑓 𝑥, 𝜃 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 的最大值。

证毕。
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[MLE 的一致性 (Consistency of MLE)]：若假设 8.1-8.4 成立，

且 ෠𝜃 = arg max𝜃∈Θ σ𝑖=1𝑛 ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃 。则当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有෠𝜃 → 𝜃0
定理 8.4

证明：

• 应用上述极值估计量引理。

• 给定假设 8.2，𝑄(𝜃) = 𝐸[ln 𝑓(𝑋𝑖 , 𝜃)] 是 𝜃 ∈ Θ 的连续函数，且

由假设 8.3 和 8.4 可知，𝜃0 是 𝑄(𝜃) 在紧集 Θ 上的唯一最优解。
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证明 (Cont.)：

• 现令 ෠𝑄𝑛(𝜃) = 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃 。则给定假设 8.1-8.3 以及第

七章定理 7.3 的一致强大数定律，可得，当 𝑛 → ∞ 时，几乎

处处有 sup𝜃∈Θ ෠𝑄𝑛(𝜃) − 𝑄(𝜃) → 0。

• 因此，根据极值估计量引理，当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有 MLE෠𝜃 → 𝜃0。
证毕。
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• 注意，在确立 MLE ෠𝜃 的一致性时并未要求 𝜃0 是参数空间 Θ
的内点。换言之，一致性定理允许 𝜃0 是角点解 (即 𝜃0 在 Θ 的

边界上)。相应地，亦无需假设对数似然函数 ln 𝑓(𝑥, 𝜃) 对 𝜃 可

导。

• 事实上，即使 ln 𝑓(𝑥, 𝜃) 对 𝜃 可导，当存在角点解时，FOC 条

件也可能不成立。
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[记分函数 (Score Function) 的期望为零]：假设 𝑓(𝑥, 𝜃) 是一

个 PDF 模型且 𝑓(𝑥, 𝜃) 关于 𝜃 ∈ Θ 连续可导，其中 𝜃 是参数空

间 Θ 的内点。则对所有 Θ 内部的 𝜃，有න−∞∞ )𝜕l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 = 0
PMF 模型也有类似结论。

引理 8.3

证明：

• 因 𝑓(𝑥, 𝜃) 是一个 PDF 模型，故对任意给定 𝜃 ∈ Θ，𝑓(𝑥, 𝜃) 是

PDF 。
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证明 (Cont.)：

• 因此对参数空间 Θ 的任意内点 𝜃，有න−∞∞ 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 = 1
• 求导并交换积分和求导的顺序，有𝑑𝑑𝜃න−∞∞ 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 = 𝑑𝑑𝜃 (1) = 0න−∞∞ )𝜕𝑓(𝑥, 𝜃𝜕𝜃 𝑑𝑥 = 0

න−∞∞ )𝜕l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 = 0
• 证毕。
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• 对数似然函数 ln 𝑓 (𝑋𝑖 , 𝜃) 的一阶导数称为随机变量 𝑋𝑖 的记分

函数，即 𝑆 𝑋𝑖 , 𝜃 = 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃
• 直观上，根据引理 8.3，若 𝑋𝑖 服从 𝑓(𝑥, 𝜃) 概率分布，关于 𝜃

的随机变量 𝑋𝑖 的记分函数 𝑆(𝑋𝑖, 𝜃) 的期望值将为 0。

• 也就是说，若在 𝑓(𝑥, 𝜃) 概率分布下进行大量重复试验，ln 𝑓(𝑥, 𝜃) 的平均斜率将为 0。
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• 需要注意，除非 𝜃 = 𝜃0，否则一般情形下

𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃 ≡ න−∞∞ )𝜕l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 ≠ 𝐸 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃
其中 𝐸𝜃(·) 是定义于 𝑓(𝑥, 𝜃) 的期望，而 𝐸(·) 是定义在未知总

体分布 𝑓𝑋(𝑥) 上的期望。
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[信息等式 (Information Matrix Equality)]：假设 PDF 模型𝑓(𝑥, 𝜃) 对关于 𝜃 ∈ Θ 二次连续可导，其中 𝜃 是参数空间 Θ 的

内点。定义 𝐼(𝜃) = න−∞∞ )𝜕l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃 2 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥
𝐻(𝜃) = න−∞∞ ൯𝜕2l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃2 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥

则对所有 Θ 内点 𝜃， 𝐼(𝜃) + 𝐻(𝜃) = 0
同样地，PMF 模型也有类似结论。

引理 8.4
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证明：

• 等式 ∞∞−׬ 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 = 1 对 𝜃 求导并交换求导和积分顺序，得

න−∞∞ 𝜕𝜕𝜃 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 = 0
• 变型改写为

න−∞∞ )𝜕l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 = 0
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证明 (Cont.)：

• 若该式对 𝜃 再次求导并交换求导和积分顺序，得

න−∞∞ ൯𝜕2l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃2 𝑓(𝑥, 𝜃) + )𝜕l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃 )𝜕𝑓(𝑥, 𝜃𝜕𝜃 𝑑𝑥 = 0
或等价地

න−∞∞ ൯𝜕2l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃2 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 + න−∞∞ )𝜕l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃 2 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 = 0
证毕。
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• 当随机变量 𝑋𝑖 服从概率分布 𝑓(𝑥, 𝜃) 时，𝐼(𝜃) 称为 𝑋𝑖 的费雪

信息 (Fisher information)。𝐼(𝜃) 可用于测度随机变量 𝑋𝑖 所包

含的关于未知参数 𝜃 的信息量，因为 𝑋𝑖 的概率分布依赖于 𝜃。

• 𝑓(𝑥, 𝜃) 刻画了给定参数 𝜃 值时，我们观测到随机变量 𝑋𝑖 取 𝑥
值的概率。

✓ 若 𝑓(𝑥, 𝜃) 关于 𝜃 的变化呈现尖峰态势，则很容易从随机变

量 𝑋𝑖 中推断出 𝜃 的“真实”值，或者说，随机变量 𝑋𝑖 提

供了参数 𝜃 的大量信息。

✓ 相反，若 𝑓(𝑥, 𝜃) 关于 𝜃 的变化呈现平峰、延展态势，则很

难推断 𝜃 的“真实”值。
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• 因此， ln 𝑓(𝑋𝑖 , 𝜃) 对数似然函数斜率的绝对值大小可以提供参

数值 𝜃 的信息。鉴于 𝑋𝑖 是随机的，可以使用记分函数的方差

来度量对数似然函数斜率平方的期望值，这就是费雪信息 𝐼(𝜃)。
• 当 𝜃 为向量时，𝐼(𝜃) 可拓展定义为费雪信息矩阵(Fisher

information matrix)。
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• 𝐻(𝜃) 是概率分布 𝑓(𝑥, 𝜃) 的黑塞函数 (Hessian function)。当 𝜃
为向量时， 𝐻(𝜃) 可拓展定义为黑塞矩阵。

• 若在概率分布 𝑓(𝑥, 𝜃) 下进行大量重复试验，则 𝐻(𝜃) 测度了

对数似然函数 ln 𝑓(𝑋𝑖 , 𝜃) 曲率的大小。

• 引理 8.4 的信息等式表明，记分函数 𝑆(𝑋𝑖 , 𝜃) 平方的期望值等

于对数似然函数 ln 𝑓(𝑋𝑖 , 𝜃) 的曲率(即二阶导数) 绝对值的期望

值。ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃 的曲率越大，对数似然函数从 𝜃 点峰值处下降

越快，对数似然函数的斜率的绝对值变化便越大。

• 现证明经适当标准化处理后，MLE ෠𝜃 服从渐近正态分布。
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[MLE 估计量的渐近正态性 (Asymptotic Normality of MLE)]：

若假设 8.1 − 8.6 成立，则当 𝑛 → ∞ 时，𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁 0,−𝐻 𝜃0 −1

定理 8.5

第三节 极大似然估计量的渐近性质

证明：

• 因当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有 ෠𝜃 → 𝜃0 ，且 𝜃0 是参数空间 Θ 的

内点，因此当 𝑛 充分大时， ෠𝜃 也是 Θ 内点的概率为 1。

• 故一阶条件为 อ𝑑ln෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛𝑑𝜃 𝜃=෡𝜃 = 0
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证明 (Cont.)：

• 或等价地 𝑑𝑑𝜃෍𝑖=1𝑛 l n 𝑓 𝑋𝑖 , ෠𝜃 = 0
• 交换求导和求和顺序，得1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , ෠𝜃𝜕𝜃 = 0
• 由中值定理，有1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃0𝜕𝜃 + 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝜕2l n 𝑓 𝑋𝑖 , ҧ𝜃𝜕𝜃2 ෠𝜃 − 𝜃0 = 0
• 其中， ҧ𝜃 位于 ෠𝜃 和 𝜃0 之间，即存在某个 𝜆 ∈ (0, 1)，有 ҧ𝜃 =𝜆 ෠𝜃 + (1 − 𝜆)𝜃0。
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证明 (Cont.)：

• 当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有ҧ𝜃 − 𝜃0 = 𝜆 ෠𝜃 − 𝜃0 ≤ ෠𝜃 − 𝜃0 → 0
• 以下，定义样本黑塞函数෡𝐻(𝜃) = 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝜕2l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃2

则有 𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 = [−෡𝐻( ҧ𝜃)] −1 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃0𝜕𝜃
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证明 (Cont.)：

• 首先根据中心极限定理 (见第七章定理 7.6)，证明当 𝑛 → ∞ 时1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃0𝜕𝜃 →𝑑 𝑁 0, 𝐼 𝜃0
• 根据定义，记分函数𝑆𝑖(𝜃) = 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 在随机样本 𝑿𝑛 为 IID 的假设下， 𝑆𝑖 𝜃0 𝑖=1𝑛 也是 IID 序列。

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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证明 (Cont.)：

• 给定假设 8.2 的模型正确设定条件 (即总体分布 𝑓𝑋(𝑥) =𝑓(𝑥, 𝜃0))，有𝐸 𝑆𝑖 𝜃0 = න−∞∞ 𝜕l n 𝑓 𝑥, 𝜃0𝜕𝜃 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥= න−∞∞ 𝜕l n 𝑓 𝑥, 𝜃0𝜕𝜃 𝑓𝑋 𝑥, 𝜃0 𝑑𝑥= 0 [引理 8.3]
• 𝐸[𝑆𝑖(𝜃0)] = 0 表 明 ， 当 𝜃0 是 参 数 空 间 Θ 的 内 点 时 ，max𝜃∈Θ 𝐸 ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃 的一阶条件，在 𝜃 = 𝜃0 处成立。

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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证明 (Cont.)：

• 给定 𝐸[𝑆𝑖(𝜃0)] = 0，方差var 𝑆𝑖 𝜃0 = 𝐸 𝑆𝑖 𝜃0 2= 𝐸 𝜕ln 𝑓 𝑋𝑖,𝜃0𝜕𝜃 2
= ∞∞−׬ 𝜕ln 𝑓 𝑥,𝜃0𝜕𝜃 2 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥= ∞∞−׬ 𝜕 ln 𝑓 𝑥,𝜃0𝜕𝜃 2 𝑓 𝑥, 𝜃0 𝑑𝑥 [模型正确设定]= 𝐼 𝜃0 < ∞

• 由 IID 随机序列的中心极限定理（参见定理 7.6）可得，当𝑛 → ∞ 时， 1𝑛σ𝑖=1𝑛 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖,𝜃0𝜕𝜃 = 1𝑛σ𝑖=1𝑛 𝑆 𝑋𝑖 , 𝜃0→𝑑 𝑁 0, 𝐼 𝜃0

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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证明 (Cont.)：

• 以下证明当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有 ෡𝐻( ҧ𝜃) → 𝐻 𝜃0 ，其中黑塞

函数 𝐻 𝜃 由引理 8.4 定义。

• 现在，令 ഥ𝐻 (𝜃) ≡ 𝐸 𝜕2l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃2= න−∞∞ ൯𝜕2l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃2 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥
• 注意，除非 𝜃 = 𝜃0，否则 ഥ𝐻(𝜃) ≠ 𝐻 𝜃0 。

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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证明 (Cont.)：

• 进一步有෡𝐻( ҧ𝜃) − 𝐻 𝜃0 = [෡𝐻( ҧ𝜃) − ഥ𝐻( ҧ𝜃)] + ഥ𝐻( ҧ𝜃) − 𝐻 𝜃0
• 对第二项 ഥ𝐻( ҧ𝜃) − 𝐻 𝜃0 ，由引理 7.7 （几乎处处连续性定

理）、几乎处处有 ҧ𝜃 → 𝜃0、概率模型正确设定以及 ഥ𝐻(𝜃) 为 𝜃
的连续函数（给定假设 8.6），有ഥ𝐻( ҧ𝜃) − 𝐻 𝜃0 = ഥ𝐻( ҧ𝜃) − ഥ𝐻 𝜃0 → 0

• 此处为几乎处处收敛于 0。

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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证明 (Cont.)：

• 对第一项 [෡𝐻( ҧ𝜃) − ഥ𝐻( ҧ𝜃)] ，当 𝑛 → ∞ 时，由定理7.3 的一致强

大数定律 (USLLN)，有| ෡𝐻( ҧ𝜃) − ഥ𝐻( ҧ𝜃)| = 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝜕2l n 𝑓 𝑋𝑖 , ҧ𝜃𝜕𝜃2 − 𝐸 𝜕2l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃2 𝜃=ഥ𝜃
≤ 𝑠𝑢𝑝𝜃∈Θ 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝜕2l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃2 − 𝐸 𝜕2l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃2= 𝑠𝑢𝑝𝜃∈Θ | ෡𝐻(𝜃) − ഥ𝐻(𝜃)|→ 0

• 此处为几乎处处收敛于 0。

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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证明 (Cont.)：

• 因此，当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有 ෡𝐻( ҧ𝜃) − 𝐻 𝜃0 → 0，且在𝐻(𝜃0) 非零情况下，几乎处处有෡𝐻( ҧ𝜃) −1 → 𝐻 𝜃0 −1
• 根据斯勒茨基定理（参见定理 7.8），当 𝑛 → ∞ 时，𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 = [−෡𝐻( ҧ𝜃)] −1 1𝑛σ𝑖=1𝑛 𝑆 𝑋𝑖 , 𝜃0→𝑑 𝑁 0,𝐻 𝜃0 −1𝐼 𝜃0 𝐻 𝜃0 −1
• 根据引理 8.4 的信息等式和概率模型正确设定，可得 𝐼(𝜃0) =− 𝐻(𝜃0)，因此 𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁 0,−𝐻 𝜃0 −1
• 这里 𝐻(𝜃0) 为负，故 −𝐻 𝜃0 −1 为正。证毕。

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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• 渐近正态性： 𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁 0,−𝐻 𝜃0 −1
• 函数𝐻(𝜃) ≡ 𝐸𝜃 𝜕2l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃2 = න−∞∞ ൯𝜕2l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃2 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥

称为PMF/PDF 模型 𝑓(𝑥, 𝜃) 的黑塞函数（或黑塞矩阵，当 𝜃 为

向量时），其中期望 𝐸𝜃(·) 在 PDF 模型 𝑓(𝑥, 𝜃) 下取得。该函

数为负，且其绝对值大小测度了似然函数在 𝜃 点的曲率

(degree of curvature)。

• 因此，MLE 估计量 ෠𝜃 的有效性取决于对数似然函数在真实参

数值 𝜃0 点处的曲率。

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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• 主要是因 为它可用 于构建置信区间估计量 (confidence

interval estimators) 和进行参数假设检验 (hypothesis tests)。

比如，关于 𝜃0 的一个渐近 100(1 − 𝛼)% 置信区间估计量为随

机区间 ෠𝜃𝐿, ෠𝜃𝑈 ，其中 ෠𝜃𝐿 = ෠𝜃𝐿 𝑿𝑛 和 ෠𝜃𝑈 = ෠𝜃𝑈 𝑿𝑛 ，满足lim𝑛→∞𝑃 ෠𝜃𝐿 ≤ 𝜃0 ≤ ෠𝜃𝑈 = 1 − 𝛼
• 即当 𝑛 → ∞ 时，真实参数值 𝜃0 介于 ෠𝜃𝐿 和 ෠𝜃U 之间的概率趋近

于 1 − 𝛼。

第三节 极大似然估计量的渐近性质

◆ 问题

为什么 MLE 的渐近正态性在实际应用中有用呢？
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MLE 的渐近正态性的应用

• 当 𝑛 → ∞ 时， 𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁 0,−𝐻 𝜃0 −1 且几乎处处有෡𝐻( ෠𝜃) → 𝐻(𝜃0)。根据斯勒茨基定理（参见定理 7.8），可得൯−𝑛 ෡𝐻( ෠𝜃 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁(0,1)
• 因此，当 𝑛 → ∞ 时，𝑃 −𝑧 Τ𝛼 2 ≤ ൯−𝑛 ෡𝐻( ෠𝜃 ෠𝜃 − 𝜃0 ≤ 𝑧 Τ𝛼 2 → 1 − 𝛼
• 其中 𝑧𝛼/2 是 𝛼/2 水平上 𝑁(0, 1) 的右侧临界值 (upper-tailed

critical value)，即 𝑃 𝑍 ≥ 𝑧 Τ𝛼 2 = 𝛼2
其中 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1)。

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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MLE 的渐近正态性的应用（Cont.）

• 这等价于当 𝑛 → ∞ 时，𝑃 ෠𝜃 − 𝑧 Τ𝛼 2𝑛 1 ൯−෡𝐻( ෠𝜃 ≤ 𝜃0 ≤ ෠𝜃 + 𝑧 Τ𝛼 2𝑛 1 ൯−෡𝐻( ෠𝜃 → 1 − 𝛼
• 从而得到如下渐近 (1 − 𝛼)100% 置信区间෠𝜃 − − 1 ൯𝑛 ෡𝐻( ෠𝜃 𝑧𝛼2 ≤ 𝜃0 ≤ ෠𝜃 + − 1 ൯𝑛 ෡𝐻( ෠𝜃 𝑧𝛼2
• 显然，样本容量 𝑛 越大或对数似然函数在真实参数值 𝜃0 处的

曲率越大，将获得越狭的 𝜃0 置信界 (confidence bounds)，即

更精确的区间估计。

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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MLE ෠𝜃 的渐近性质
• 当 𝑛 → ∞ 时：

✓ ෠𝜃 𝑎.𝑠.𝜃0
✓ 𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁 0,−𝐻 𝜃0 −1

第三节 极大似然估计量的渐近性质
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• 矩估计方法 (method of moments estimation，MME)：

是统计学最古老的参数估计方法之一。

✓ 基本思想：通过对总体分布的若干阶矩与其相对应的样本

矩进行匹配，获得一定数量的匹配方程以求解总体分布的

未知参数值。

• 具体来说，假设 𝑓(𝑥, 𝜃) 为未知总体分布 𝑓𝑋(𝑥) 的 PMF/PDF 模

型，其中 𝜃 ∈ Θ 为 𝑝 × 1 维参数向量，且存在一个未知参数值𝜃0 ∈ Θ 使得对几乎所有 𝑥，有 𝑓𝑋 𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝜃0)。
• 这意味着参数概率模型 𝑓(𝑥, 𝜃) 是对总体分布 𝑓𝑋(𝑥) 的正确设

定。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.1 矩估计法
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• 假设 𝑿𝑛 来自总体分布 𝑓𝑋(𝑥) 的 IID 随机样本。𝑿𝑛 的联合概率

分布，𝑓𝑿𝑛(𝒙𝑛, 𝜃) = ς𝑖=1𝑛 𝑓 𝑥𝑖 , 𝜃 。

• 首先定义一个 𝑝 × 1 维统计向量ෝ𝑚 = ෝ𝑚𝑛 𝑿𝑛
• [样本矩 (sample moment)]： ෝ𝑚
• [总体矩 (population moment)]：我们可以基于模型分布计

算数学期望 𝑀 𝜃 = 𝐸𝜃 ෝ𝑚𝑛 𝑿𝑛= නℝ𝑛 ෝ𝑚𝑛 𝒙𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 𝑑𝒙𝑛

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.1 矩估计法
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• 其中，数学期望 𝐸𝜃(·) 定义在随机样本 𝑿𝑛 的联合 PDF𝑓𝑿𝑛(𝒙𝑛, 𝜃) 上 (若 𝑿𝑛 为离散变量随机样本，则 𝑓𝑿𝑛(𝒙𝑛, 𝜃) 为𝑿𝑛 的联合 PMF，上述积分改为求和)。当 𝑿𝑛 为 IID 随机样本

时，𝑓𝑿𝑛(𝒙𝑛, 𝜃) = ς𝑖=1𝑛 𝑓 𝑥𝑖 , 𝜃 。数学期望 𝑀(𝜃) 可称为总体

矩函数。

• [矩匹配 (Moment Matching)] 其次，求解方程组൯ෝ𝑚 = 𝑀( ෠𝜃
即选择参数值 ෠𝜃 使样本矩 ෝ𝑚 等于总体矩 𝑀(𝜃)。

• 求得的解 ෠𝜃 = ෠𝜃𝑛(𝑿𝑛) 称为真实参数值 𝜃0 的矩估计量 (MME)。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.1 矩估计法
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或等价地，可定义如下样本矩函数，对于 𝜃 ∈ Θ，)ෝ𝑚(𝜃) ≡ ෝ𝑚𝑛 𝑿𝑛 −𝑀(𝜃
则参数值 𝜃0 的矩估计量 ෠𝜃 是以下方程组的解ෝ𝑚(𝜃) = 0

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.1 矩估计法
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• 通常，若对于某一参数值 𝜃0，𝑿𝑛 是总体 𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝜃0) 的

IID 随机样本，则可采用以下基本步骤：

✓ (1) 从总体 PMF/PDF 模型 𝑓(𝑥, 𝜃) 计算若干总体矩 𝐸𝜃 𝑋𝑖𝑘 ，𝑘 = 1, 2,···，即𝑀𝑘(𝜃) = 𝐸𝜃 𝑋𝑖𝑘
= න−∞∞ 𝑥𝑘𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥, 𝑋𝑖 是连续随机变量෍𝑥∈Ω𝑥 𝑥𝑘𝑓(𝑥, 𝜃), 𝑋𝑖 是离散随机变量

注意，总体矩 𝑀𝑘(𝜃) 依赖于参数 𝜃。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.1 矩估计法
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✓ (2) 计算随机样本 𝑿𝑛 的样本矩ෝ𝑚𝑘 = 𝑛−1෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖𝑘 , 𝑘 = 1,2,⋯
✓ (3) 选择参数值 ෠𝜃，使样本矩分别等于相应阶数的总体矩。

一般而言，若 𝜃 是一个 𝑝 × 1 维参数向量，则需 𝑝 个矩匹

配方程 ൯ෝ𝑚1 = 𝑀1( ෠𝜃൯ෝ𝑚2 = 𝑀2( ෠𝜃⋯ ൯ෝ𝑚𝑝 = 𝑀𝑝( ෠𝜃
求解这 𝑝 个联立方程，可得 MME 估计量 ෠𝜃= ෠𝜃𝑛(𝑿𝑛)。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.1 矩估计法
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◆ 问题 8.3

为什么 MME ෠𝜃 能够一致估计真实参数值 𝜃0 ？

• 直观上，根据弱大数定律，当 𝑛 → ∞ 时，样本矩ෝ𝑚𝑘 →𝑝 𝐸 𝑋𝑖𝑘 = න−∞∞ 𝑥𝑘𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = න−∞∞ 𝑥𝑘𝑓 𝑥, 𝜃0 𝑑𝑥 = 𝑀𝑘 𝜃0
• 因此，若对任意 𝑛，令 ෝ𝑚𝑘 = 𝑀𝑘( ෠𝜃)，即对样本矩和总体矩

进行匹配，其中 ෠𝜃 = ෠𝜃𝑛 𝑋𝑛 依赖于 𝑛，则当 𝑛 → ∞ 时，𝑀𝑘( ෠𝜃) →𝑝 𝑀𝑘 𝜃0 ，故当 𝑛 → ∞ 时， ෠𝜃 →𝑝 𝜃0 。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.1 矩估计法
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例 8.5：

第四节 矩方法与广义矩方法

• 假设 𝑿𝑛 为 IID 𝐸𝑋𝑃(𝜃) 随机样本。

• 分别用矩方法和 MLE 法求参数 𝜃 的估计量。

8.4.1 矩估计法
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解：

• (1)矩估计法：因为指数分布的 PDF 为𝑓(𝑥, 𝜃) = ቐ1𝜃 𝑒− Τ𝑥 𝜃 , 𝑥 > 00, 𝑥 ≤ 0
• 可得总体均值 𝑀1(𝜃) = 𝐸𝜃 𝑋𝑖= න−∞∞ 𝑥𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥= න0∞ 𝑥 1𝜃 𝑒− Τ𝑥 𝜃𝑑𝑥= 𝜃

第四节 矩方法与广义矩方法

例 8.5 (Cont.)：

8.4.1 矩估计法
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解 (Cont.)：

• 另一方面，一阶样本矩是样本均值ෝ𝑚1 = ത𝑋𝑛
• 将样本均值和总体均值在 ෠𝜃 处匹配，有ෝ𝑚1 = 𝑀1( ෠𝜃) = ෠𝜃
• 则得矩估计量 ෠𝜃 = ෝ𝑚1 = ത𝑋𝑛

第四节 矩方法与广义矩方法

例 8.5 (Cont.)：

8.4.1 矩估计法
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解 (Cont.)：

• (2) MLE 方法：给定 IID 𝐸𝑋𝑃(𝜃) 假设，随机样本 𝑿𝑛 的似然

函数为 ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 = ෑ𝑖=1𝑛 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃
= 1𝜃 𝑛 𝑒−1𝜃 σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖

• 因此，对数似然函数为l n ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 = −𝑛l n 𝜃 − 1𝜃෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖

第四节 矩方法与广义矩方法

例 8.5 (Cont.)：

8.4.1 矩估计法
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解 (Cont.)：

• 一阶条件为𝜕l n ෠𝐿 ෠𝜃 ∣ 𝑿𝑛𝜕𝜃 = −𝑛෠𝜃 + 1෠𝜃2෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 = 0
• 则 MLE 估计量为 ෠𝜃 = ത𝑋𝑛
• 本例中，MME 和 MLE 两种方法求得的估计量完全相同，因

此二者对 𝜃0 的估计具有相同的有效性。

✓ 原因：样本均值或一阶样本矩 ത𝑋𝑛 是 𝜃 的充分统计量，均

包含了随机样本 𝑿𝑛 中关于 𝜃 的所有信息。

第四节 矩方法与广义矩方法

例 8.5 (Cont.)：

8.4.1 矩估计法
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例 8.6 ：

解：

• 前两阶总体矩和样本矩分别为𝑀1(𝜃) = 𝐸𝜃 𝑋𝑖 = 𝜇𝑀2(𝜃) = 𝐸𝜃 𝑋𝑖2 = 𝜎2 + 𝜇2ෝ𝑚1 = ത𝑋𝑛ෝ𝑚2 = 𝑛−1෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖2

第四节 矩方法与广义矩方法

• 假设 𝑋𝑛 是 IID 𝑁(𝜇, 𝜎2) 随机样本。

• 求 𝜃 = (𝜇, 𝜎2) 的 MME 估计量。

8.4.1 矩估计法
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解 (Cont.)：

• 分别对前两阶样本矩和总体矩进行匹配，得ത𝑋𝑛 = Ƹ𝜇𝑛−1෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖2 = ො𝜎2 + Ƹ𝜇2
• 则有 Ƹ𝜇 = ത𝑋𝑛ො𝜎2 = 𝑛−1෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋𝑛 2
• MME 估计量和 MLE 估计量相同。因为对正态随机样本 𝑿𝑛，ത𝑋𝑛, 𝑆𝑛2 是 𝜃 = (𝜇, 𝜎2) 的充分统计量。

第四节 矩方法与广义矩方法

例 8.6 (Cont.)：

8.4.1 矩估计法
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MME的优点

• 当待估参数是总体矩或总体矩的函数时，可在总体分布模型𝑓(𝑥, 𝜃)函数形式未知的情况下使用 MME 进行估计。从这一意

义上说，MME 十分便于应用。其中一个例子就是稳态分布的

参数估计，稳态分布的 PDF 没有解析形式，虽然其特征函数

具有解析形式。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.1 矩估计法
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MME的缺点

• MME 仅利用有限数量的样本矩信息，使其可能无法充分利用

随机样本 𝑿𝑛 所包含的关于未知参数 𝜃 的所有信息。因此，即

使在渐近意义上，MME 估计量可能不是 𝜽 的最有效估计量。

• 另一方面，基于随机样本 𝑿𝑛 整个联合 PMF/PDF 的 MLE 估

计量能够充分利用 𝑿𝑛 所包含的关于 𝜃 的所有信息。

• 所以，MLE 可能比 MME 更有效，除非后者所使用的样本矩是𝜽参数的充分统计量。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.1 矩估计法
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8.4.2广义矩估计方法

(Generalized Method of Moments Estimation)

• 计量经济学中，总体矩即 𝑀(𝜃) = 𝐸𝜃 ෝ𝑚𝑛 𝑿𝑛 常不可得，因

为经济系统的总体分布未知。

• 然而，经济理论通常蕴含了在真实模型参数值 𝜃0 处必须满足

的若干矩条件。换言之，经济学家经常通过一组矩条件刻画经

济理论或经济假说。

• 故可用经济理论所蕴含的这些矩条件来估计真实模型参数值𝜃0。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.2 广义矩估计方法
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• 具体而言，假设 𝜃 为一个 𝑝 × 1 维参数向量，且存在一个 𝑞 ×1 矩函数 𝑚(𝑋, 𝜃) 使得对某个未知参数值 𝜃0 ∈ Θ，满足𝐸 𝑚 𝑋, 𝜃0 = 𝟎
• 其中，𝐸(·) 是关于随机变量 𝑋 的概率分布 (通常未知) 的数学

期望，这些矩条件可能来自经济理论 (如理性期望模型的欧拉

方程)，且 𝑞 ≥ 𝑝。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.2 广义矩估计方法
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例 8.7：

• 某投资者最大化其跨期效用函数如下max𝐶𝑡 𝐸 ෍𝑗=0∞ 𝛽𝑗𝑢 𝐶𝑡+𝑗 ∣ 𝐼𝑡
• 这里，投资者受到跨期预算约束限制，

✓ 参数 𝛽 是时间折现因子，

✓ 𝑢(𝐶𝑡) 是投资者在第 𝑡 期消费 𝐶𝑡 的效用，

✓ 𝐼𝑡 是投资者在第 𝑡 期所拥有的信息集，

✓ 𝐸𝑡(·) = 𝐸( ·∣ 𝐼𝑡) 是给定第 𝑡 期的信息集投资者 𝐼𝑡 下的条件

期望。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.2 广义矩估计方法
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例 8.7 (Cont.)：

• 投资者将选择最佳消费序列 {𝐶𝑡} 满足一阶条件𝑃𝑡 = 𝛽𝐸 ቤ𝑢′ 𝐶𝑡+1𝑢′ 𝐶𝑡 𝑌𝑡+1 𝐼𝑡
• 其中， 𝑌𝑡+1 是投资者在第 𝑡 + 1 期的资产的随机总收益率，𝑃𝑡

是第 𝑡 期的资产价格。

• 该一阶条件称为欧拉方程 (Euler equation)。该方程表示，在

均衡状态下，资产的现行价格应等于其风险补偿后的未来资

产的预期总收益。

• 𝛽 𝑢′ 𝐶𝑡+1𝑢′ 𝐶𝑡 称为随机折现因子 (stochastic discount factor)，

其测量了投资者的风险态度。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.2 广义矩估计方法
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• 定义随机定价误差 (stochastic pricing error) 为𝜀𝑡+1(𝜃) = 𝛽 𝑢′ 𝐶𝑡+1𝑢′ 𝐶𝑡 𝑌𝑡+1 − 𝑃𝑡
• 欧拉方程可等价地由如下条件矩刻画𝐸 𝜀𝑡+1 𝜃0 ∣ 𝐼𝑡 = 0
• 这表明理性投资者每一时期都没有系统性定价误差。

第四节 矩方法与广义矩方法

例 8.7 (Cont.)：

8.4.2 广义矩估计方法
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• 现在，定义矩函数𝑚 𝑋𝑡+1, 𝜃 = 𝛽 𝑢′ 𝐶𝑡+1𝑢′ 𝐶𝑡 𝑌𝑡+1 − 𝑃𝑡 𝑍𝑡
其中 𝑋𝑡+1 = 𝐶𝑡 , 𝐶𝑡+1, 𝑃𝑡, 𝑌𝑡+1, 𝑍𝑡′ ′, 𝑍𝑡 ∈ 𝐼𝑡 是所谓的工具变量

(instrumental variables)。

• 应用第五章定理 5.24 (重复期望法则)，可得𝐸 𝑚 𝑋𝑡+1, 𝜃0 = 𝐸 𝐸 𝑚 𝑋𝑡+1, 𝜃0 ∣ 𝐼𝑡= 0
其中 𝐸(·) 是未知总体分布下的无条件期望。

第四节 矩方法与广义矩方法

例 8.7 (Cont.)：

8.4.2 广义矩估计方法
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• 本例中，参数 𝜃 从哪里来呢？

✓ 除时间折现因子 𝛽 之外，效用函数中的某个 (些) 参数可刻

画投资者的风险厌恶程度。

✓ 例 如 ， 当 投 资 者 具 有不变相对风险厌恶的效用函数𝑢(𝐶𝑡) = 𝐶𝑡𝛾−1𝛾 时，参数 𝛾 = −𝐶𝑡 𝑢′′ 𝐶𝑡𝑢′ 𝐶𝑡 度量了投资者的风险

厌恶程度。此处，𝜃 = (𝛽, 𝛾)′。

第四节 矩方法与广义矩方法

例 8.7 (Cont.)：

8.4.2 广义矩估计方法
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• 定义 𝑌𝑡 为第 𝑡 期 𝑘 个资产 (或资产组合) 超额收益率的 𝑘 × 1
维随机向量。这 𝑘 个资产的超额收益率可用市场超额收益率

来解释： 𝑌𝑡 = 𝛼0 + 𝛽0𝑅𝑚𝑡 + 𝜀𝑡= 𝜃0′𝑊𝑡 + 𝜀𝑡
• 其中

✓ 𝑊𝑡 = (1, 𝑅𝑚𝑡)′ 是二元向量，

✓ 𝑅𝑚𝑡 是市场组合的超额收益率，

✓ 𝜃0 = (𝛼0, 𝛽0)′ 是 2 × 𝑘 参数矩阵，

✓ 𝜀𝑡 是 𝑘 × 1 维的随机扰动项，并有 𝐸 (𝜀𝑡 ∣ 𝑊𝑡) = 0。

第四节 矩方法与广义矩方法

例 8.8 [资本资产定价模型 (CAPM)]：

8.4.2 广义矩估计方法
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• 这是标准资本资产定价模型 (CAPM)，其表示任何资产的期望

超额收益率只取决于不可避免的市场系统风险，而与资产的特

质风险无关。

• 令 𝑋𝑡 = 𝑌𝑡′,𝑊𝑡′ ′。定义 𝑞 × 1 矩函数𝑚 𝑋𝑡 , 𝜃 = 𝑊𝑡 ⊗ 𝑌𝑡 − 𝜃′𝑊𝑡
其中 𝑞 = 2𝑘，⊗ 表示 Kronecker 积。

• 当 CAPM 成立时，有𝐸 𝑚 𝑋𝑡 , 𝜃0 = 𝟎
• 这 𝑞 个矩条件构成了估计和检验标准 CAPM 的基础。

第四节 矩方法与广义矩方法

例 8.8 (Cont.)：

8.4.2 广义矩估计方法
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• 一般来说，假设给定 𝑞 个总体矩条件𝐸 𝑚 𝑋𝑖 , 𝜃0 = 𝟎
其中

✓ 𝑚(𝑋𝑖 , 𝜃0) 是 𝑞 × 1 维随机向量，

✓ 𝜃0 是 𝑝 × 1 维真实参数向量，

✓ 𝟎 是 𝑞 × 1 维零向量。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.2 广义矩估计方法
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• 通过选择参数值使样本矩等于总体矩 𝐸[𝑚(𝑋𝑖 , 𝜃0)] = 𝟎，可得𝜃0 的估计量 ෠𝜃 ：ෝ𝑚( ෠𝜃) ≡ 𝑛−1෍𝑖=1𝑛 𝑚 𝑋𝑖 , ෠𝜃 = 𝟎
• 在实际应用中，可用 𝑞 个矩条件，其中 𝑞 ≥ 𝑝，即矩条件的数

目不少于未知参数的数目。

• 一般来说，无法求得严格满足方程 ෝ𝑚(𝜃) = 𝟎 的解，因为方程

的数目通常大于未知参数的数目。

• 因此，只能选择一个估计量 ෠𝜃 使 ෝ𝑚 𝜃 尽量接近零向量。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.2 广义矩估计方法
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• 具体而言，GMM 估计量是如下最小化二次型问题的解෠𝜃 = argmin𝜃∈Θ ෝ𝑚(𝜃)′ ෡𝑊−1 ෝ𝑚(𝜃)
其中 ෡𝑊 为一个 𝑞 × 𝑞 随机非奇异对称矩阵，满足当 𝑛 → ∞ 时，෡𝑊 →𝑝 𝑊，其中 𝑊 是一个 𝑞 × 𝑞 非随机非奇异对称矩阵。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.2 广义矩估计方法
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• 简单起见，可选择 ෡𝑊 = 𝐼，这里 𝐼 为 𝑞 × 𝑞 维单位矩阵。在此

情形下，目标函数可写为ෝ𝑚(𝜃) ′ ෡𝑊−1 ෝ𝑚(𝜃) = ෍𝑘=1𝑞 ෝ𝑚𝑘2(𝜃)
即 𝑞 个样本矩的平方和。

• 此处，每个样本矩是等权重的。实际上，第 8.4.1 节介绍的经

典 MME 是 GMM 估计的一个特例，其中 𝑞 = 𝑝 且 ෡𝑊 = 𝐼。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.2 广义矩估计方法
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[GMM 估计量的存在性 (Existence of GMM)]：假设二次型ෝ𝑚(𝜃)′ ෡𝑊−1 ෝ𝑚(𝜃) 在 𝜃 ∈ Θ 上连续的概率为 1，且参数空间 Θ 是

一个紧集。则存在满足如下最小化问题的全局最优解෠𝜃 = arg min𝜃∈Θ ෝ𝑚(𝜃) ′ ෡𝑊−1 ෝ𝑚 𝜃

定理 8.6

• 证明：根据维尔斯特拉斯定理 (Weierstrass theorem)。

✓ 类似于 MLE 和 MME，GMM 的矩条件常常是高度非线性的，

因此 GMM 估计量 ෠𝜃 可能不存在解析解，只能通过数值方

法求解。

第四节 矩方法与广义矩方法 8.4.2 广义矩估计方法
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GMM 估计量 ෠𝜃 的渐近性质
• 当 𝑛 → ∞ 时：

✓ ෠𝜃 𝑎.𝑠.𝜃0?

✓ 𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁 0, ? ?

✓ 最优的 ෡𝑊 是什么？

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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正则条件

第五节 广义矩估计量的渐近性质

[IID]𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 为来自未知总体分布 𝑓𝑋(𝑥) 的 IID 随机样本。

假设 8.7

[矩函数 (Moment Function)]𝑞 × 1 维矩函数 𝑚(𝑥, 𝜃) 对 (𝑥, 𝜃) 连续且各元素的绝对值小于

非负函数 𝑏(𝑥)，满足 𝐸[𝑏(𝑋𝑖)] < ∞，其中期望 𝐸(·) 定义在未知

总体分布 𝑓𝑋(𝑥) 上。

假设 8.8
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正则条件 (Cont.)

第五节 广义矩估计量的渐近性质

[唯一识别 (Unique Identification)]

在参数空间 Θ 中，有且仅有一个 𝑝 × 1 维参数值 𝜃0，满足𝐸[𝑚(𝑋𝑖 , 𝜃0)] = 𝟎，且 𝑝 ≤ 𝑞。

假设 8.9

[紧参数空间 (Compact Parameter Space)]𝑝 × 1 维参数空间 Θ 为有界闭集。

假设 8.10
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正则条件 (Cont.)

第五节 广义矩估计量的渐近性质

[权重矩阵 (Weighting Matrix)]

当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有 𝑞 × 𝑞 随机权重矩阵 ෡𝑊 → 𝑊，其

中 𝑊 为对称有界非奇异矩阵。

假设 8.11

[内点解 (Interior Solution)]𝑝 × 1 维未知参数值 𝜃0 是参数空间 Θ 的内点。

假设 8.12
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正则条件 (Cont.)

第五节 广义矩估计量的渐近性质

[平滑和矩条件 (Smoothness and Moment Conditions)]

(1) 函数 𝜕𝜕𝜃𝑚(𝑥, 𝜃) 和 𝜕2𝜕𝜃𝜕𝜃′ 𝑚(𝑥, 𝜃) 对 (𝑥, 𝜃) 连续，且其各元

素的绝对值小于非负函数 𝑏(𝑥)，满足 𝐸[𝑏(𝑋𝑖)] < ∞；

(2) 𝑞 × 𝑞 对称矩阵 𝑉 = 𝐸[𝑚(𝑋𝑖 , 𝜃0)𝑚(𝑋𝑖 , 𝜃0)′] 有界且非奇异；

(3) 𝑞 × 𝑝 梯度矩阵 (gradient matrix) 𝐺 𝜃0 = 𝐸 𝜕𝜕𝜃𝑚 𝑋𝑖 , 𝜃0
满秩 (等于 𝑝，给定 𝑝 ≤ 𝑞)。

假设 8.13
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[GMM 估计量的一致性 (Consistency of GMM)]：若假设

8.7-8.11 成立，则当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有

定理 8.7

• 证明：与 MLE 存在性的证明类似。注意此处 𝜃0 可为角点解，

从而一阶条件未必成立。

第五节 广义矩估计量的渐近性质

෠𝜃 → 𝜃0
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[GMM 估计量的渐近正态性 (Asymptotic Normality of GMM)]：

若假设 8.7-8.13 成立，则

(1) [渐近正态] 当 𝑛 → ∞ 时𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁(0, Ω)
其中 𝛺 = Ψ𝑉Ψ′𝑉 = 𝐸 𝑚 𝑋1, 𝜃0 𝑚 𝑋1, 𝜃0 ′ ,

且 Ψ = 𝐺 𝜃0 ′𝑊−1𝐺 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′𝑊−1。
(2) [最优权重矩阵] 若 𝑊 = 𝑉 ，则当 𝑛 → ∞ 时，𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁 0, 𝐺 𝜃0 ′𝑉−1𝐺 𝜃0 −1

定理 8.8

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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证明：

• (1) 定义目标函数 ൯෠𝑄(𝜃) = ෝ𝑚(𝜃) ′ ෡𝑊−1 ෝ𝑚(𝜃
• 这里事先设定的权重矩阵 ෡𝑊 并非 𝜃 的函数，故可得如下 𝑝 ×1 维一阶条件 ൯𝑑 ෠𝑄( ෠𝜃𝑑𝜃 = 2 ෠𝐺( ෠𝜃) ′ ෡𝑊−1 ෝ𝑚( ෠𝜃) = 0

其中，𝑞 × 𝑝 维样本矩阵෠𝐺(𝜃) = )𝑑 ෝ𝑚(𝜃𝑑𝜃= 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝜕𝑚 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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证明 (Cont.)：

• 由中值定理，有ෝ𝑚( ෠𝜃) = ෝ𝑚 𝜃0 + ෠𝐺( ҧ𝜃) ෠𝜃 − 𝜃0
其中 ҧ𝜃 位于 ෠𝜃 和 𝜃0 之间，即 ҧ𝜃 = 𝜆 ෠𝜃 + (1 − 𝜆)𝜃0，𝜆 ∈ [0, 1]。

• 将该式代入上述一阶条件，得෠𝐺( ෠𝜃)′ ෡𝑊−1 ෝ𝑚 𝜃0 + ෠𝐺( ෠𝜃)′ ෡𝑊−1 ෠𝐺( ҧ𝜃) ෠𝜃 − 𝜃0 = 𝟎
• 类似证明定理 8.5 关于 MLE 渐近正态性时对样本黑塞矩阵෡𝐻( ҧ𝜃) 的推理思路，可证当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有෠𝐺( ෠𝜃) → 𝐺 𝜃0෠𝐺( ҧ𝜃) → 𝐺 𝜃0

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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• 上述两式的证明需要应用第七章定理 7.3 的一致强大数定律

(USLLN)，梯度函数 (gradient function) 𝐺(𝜃) = 𝐸 𝜕𝜕𝜃𝑚 𝑋𝑖 , 𝜃
的连续性，以及当 𝑛 → ∞ 趋于无穷时，几乎处处有ҧ𝜃 − 𝜃0 ≤ ෠𝜃 − 𝜃0 → 0

• 同时，由假设 8.11 可知，当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有 ෡𝑊 → 𝑊。

因此，当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有෠𝐺( ෠𝜃) ′ ෡𝑊−1𝐺( ҧ𝜃) → 𝐺 𝜃0 ′𝑊−1𝐺 𝜃0

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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• 其中，在假设 8.11 和假设 8.13(3) 下，𝐺 𝜃0 ′𝑊−1𝐺 𝜃0 为非

奇 异 矩 阵 。 则 对 足 够 大 的 𝑛 ， 存 在 随 机 逆 矩 阵෠𝐺( ෠𝜃)′ ෡𝑊−1𝐺( ҧ𝜃) −1
，这是因为当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有൯෠𝐺( ෠𝜃) ′ ෡𝑊−1𝐺( ҧ𝜃 −1 → 𝐺 𝜃0 ′𝑊−1𝐺 𝜃0 −1

• 由以上的一阶条件，得𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 = − ෠𝐺( ෠𝜃)′ ෡𝑊−1 ෠𝐺( ҧ𝜃) −1 ෠𝐺( ෠𝜃)′ ෡𝑊−1 𝑛 ෝ𝑚 𝜃0= −෡Ψ 𝑛 ෝ𝑚 𝜃0

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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• 根据 IID 随机序列的中心极限定理 (定理 7.6) 和克拉默-沃尔德

(Cramer-Wold) 方法 (引理 7.13)，有𝑛 ෝ𝑚 𝜃0 = 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝑚 𝑋𝑖 , 𝜃0 →𝑑 𝑁(0, 𝑉)
• 其中 𝑉 = 𝐸[𝑚(𝑋𝑖 , 𝜃0)𝑚(𝑋𝑖 , 𝜃0)′] 为矩函数 𝑚(𝑋𝑖 , 𝜃0) 在 𝜃 = 𝜃0

时的方差-协方差矩阵。此外，当 𝑛 → ∞ 时，几乎处处有෡Ψ ≡ ൯෠𝐺( ෠𝜃) ′ ෡𝑊−1 ෠𝐺( ҧ𝜃 −1 ෠𝐺( ෠𝜃) ′ ෡𝑊−1→ 𝐺 𝜃0 ′𝑊−1𝐺 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′𝑊−1 ≡ Ψ
• 由斯勒茨基定理 (定理 7.8)，当 𝑛 → ∞ 时𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁 0,Ψ𝑉Ψ′

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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• (2) 假设 𝑊 = 𝑉 ，即当权重 𝑊 为矩函数 𝑚(𝑋𝑖 , 𝜃0) 的方差-协

方差矩阵时，有Ψ𝑉Ψ′ = 𝐺 𝜃0 ′𝑉−1𝐺 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′𝑉−1 𝑉 𝐺 𝜃0 ′𝑉−1𝐺 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′𝑉−1 ′= 𝐺 𝜃0 ′𝑉−1𝐺 𝜃0 −1𝐺 𝜃0 ′𝑉−1 𝑉 𝑉−1𝐺 𝜃0 𝐺 𝜃0 ′𝑉−1𝐺 𝜃0 −1= 𝐺 𝜃0 ′𝑉−1𝐺 𝜃0 −1
• 故当 𝑊 = 𝑉 时，若 𝑛 → ∞，有𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 →𝑑 𝑁 0, 𝐺 𝜃0 ′𝑉−1𝐺 𝜃0 −1
• 证毕。

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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[GMM 的渐近有效性 (Asymptotic Efficiency of GMM)]：令Ω0 = 𝐺 𝜃0 ′𝑉−1𝐺 𝜃0 −1。则对所有有限对称且非奇异矩阵 𝑊，Ω − Ω0 为半正定 (PSD)

其中 Ω 由定理 8.8 给出。

定理 8.9

证明：

• 注意到 Ω − Ω0 是半正定矩阵，当且仅当 Ω0−1 − Ω−1 是半正定

矩阵。

• 为简化表达式，令 𝐺0 = 𝐺(𝜃0)，并分解 𝑞 × 𝑞 正定对称矩阵𝑉 = 𝑉1/2𝑉1/2，其中 𝑉1/2 为 𝑞 × 𝑞 非奇异对称矩阵，其逆为𝑉−1/2。

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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证明 (Cont.)：

• 对非奇异对称矩阵 𝐴, 𝐵, 𝐶，有 (𝐴𝐵𝐶)−1 = 𝐶−1𝐵−1𝐴−1。
• 因此有Ω0−1 − Ω−1 = 𝐺0′𝑉−1𝐺0 − 𝐺0′𝑊−1𝐺0 𝐺0′𝑊−1𝑉𝑊−1𝐺0 −1𝐺0′𝑊−1𝐺0= 𝐺0′𝑉−12 𝐼 − 𝑉12𝑊−1𝐺0 𝐺0′𝑊−1𝑉𝑊−1𝐺0 −1𝐺0′𝑊−1𝑉12 𝑉−12𝐺0= 𝐺0′𝑉−12𝛱𝑉−12𝐺0
• 其中，𝑞 × 𝑞 维矩阵Π ≡ 𝐼 − 𝑉12𝑊−1𝐺0 𝐺0′𝑊−1𝑉𝑊−1𝐺0 −1𝐺0′𝑊−1𝑉12

是一个幂等矩阵 (idempotent matrix)，即 Π = Π′，Π2 = Π。

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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证明 (Cont.)：

• 则 Ω0−1 − Ω−1 = 𝐺0′𝑉−12Π Π𝑉−12𝐺0= Π𝑉−12𝐺0 ′ Π𝑉−12𝐺0
为半正定矩阵 (问题：为什么？)。

证毕。

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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GMM 估计量 vs. MLE 估计量

• 在实际应用中，若 GMM 估计量 ෠𝜃 并非充分统计量的函数，则

可能通过充分统计量改进 GMM 估计量的有效性。

• 相反，MLE 估计量总为充分统计量的函数，故没有进一步改进

的空间。

• 所以，从有效性角度考虑，一般更偏好 MLE。

• 但是，MLE 要求似然函数正确设定的相关信息，而这在经济理

论中通常不容易获得。

第五节 广义矩估计量的渐近性质
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• 一般而言，对同一参数 𝜃，不同的估计方法将给出不同的估计

量。

• 例如，总体方差 𝜎2 至少有两个估计量：

✓ 样本方差：𝑆𝑛2 = (𝑛 − 1)−1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋𝑛 2，
✓ MLE 估计量： ො𝜎2 = 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋𝑛 2。

• 哪个估计量更好呢？

第六节 均方误准则

◆ 问题

哪个估计量是 𝜃 的最佳估计量？
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• 直觉上，最佳估计量应该是与未知真实参数 𝜃 最接近的那一个。

为比较不同的估计量，需要定义适当的准则 (如距离或偏离程

度) 以测度估计量 ෠𝜃 和真实参数 𝜃 之间的接近程度。

• 关于 ෠𝜃 对 𝜃 的偏离程度有许多不同的测度。

✓ 一般来说，绝对距离 | ෠𝜃 − 𝜃| 的任意增函数都可作为估计

量优劣程度的测度。

✓ 然而，以下定义的均方误准则的相对优势在于，一方面它

非常易于分析，另一方面它可分解为方差和偏差的平方和，

且这一分解有很好的解释。

第六节 均方误准则
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[均方误 (Mean Squared Error, MSE)]：令 𝜃 为总体参数，其估
计量 ෠𝜃 = ෠𝜃𝑛 𝑿𝑛 的均方误 (MSE) 定义为MSE𝜃( ෠𝜃) = 𝐸𝜃( ෠𝜃 − 𝜃) 2
其中 𝐸𝜃(·) 表示对随机样本 𝑿𝑛 的联合分布 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 取期望。

定义 8.3

• MSE𝜃( ෠𝜃) 度量了估计量 ෠𝜃 和参数 𝜃 之间的偏离程度。

• ෠𝜃 − 𝜃 通常称为估计误差 (estimation error)，故 MSE𝜃( ෠𝜃) 是估

计误差大小的测度。

• MSE 并非唯一的估计量优度判断准则。但由于其直观且易于分

析，因而是实际中应用最为广泛的准则。

第六节 均方误准则
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[偏差 (Bias)]：未知参数 𝜃 的估计量 ෠𝜃 的偏差定义为

定义 8.4

• 若 Bias𝜃( ෠𝜃) = 0，则称估计量 ෠𝜃 为 𝜃 的无偏估计量。

• 偏差 Bias𝜃( ෠𝜃) 测度了参数 𝜃 的估计量 ෠𝜃 的不精确程度。直观

上，估计精度 (accuracy) 是指很多测量值的平均值与真实参数

值之间的接近程度，是对系统误差的一种描述。

• 一个无偏估计量在平均意义上给出了正确估计，即对参数 𝜃 的

估计不存在任何系统性的向上或向下的偏差。

第六节 均方误准则

Bias𝜃( ෠𝜃) = 𝐸𝜃( ෠𝜃) − 𝜃
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例 8.9：

解：

• 令 𝜃 = (𝜇, 𝜎2) 且 𝜏 = 𝜎2𝑛 。由于 var𝜃 ത𝑋𝑛 =
𝜎2𝑛 ， 𝜏 的无偏估计量

如下 Ƹ𝜏 = 𝑆𝑛2𝑛
这里 𝐸𝜃( Ƹ𝜏) = 𝑛−1𝐸𝜃 𝑆𝑛2 = var𝜃 ത𝑋𝑛 = 𝜏，故Bias𝜃( Ƹ𝜏) = 𝐸𝜃( Ƹ𝜏) − 𝜏 = 0。

第六节 均方误准则

• 假设 𝑿𝑛 为来自均值为 𝜇，方差为 𝜎2 的某个总体分布的 IID 随

机样本。求 var𝜃 ത𝑋𝑛 的无偏估计量。
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解 (Cont.)：

• 令 𝜃 = (𝜇, 𝜎2)。对参数 𝜏 = 𝜇2，其无偏估计量为Ƹ𝜏 = ത𝑋𝑛2 − 𝑆𝑛2𝑛
• 这是因为 𝐸 Ƹ𝜏 = 𝐸𝜃 ത𝑋𝑛2 − 𝐸𝜃 𝑆𝑛2𝑛= var𝜃 ത𝑋𝑛 + 𝐸𝜃 ത𝑋𝑛 2 − 𝐸𝜃 𝑆𝑛2𝑛= 𝜎2𝑛 + 𝜇2 − 𝜎2𝑛= 𝜇2= 𝜏

第六节 均方误准则

例 8.10 (Cont.)：



第八章参数估计和评估概率论与统计学 2024-12-30 138

• 解 (Cont.)：

• 直觉上，既然样本均值 ത𝑋𝑛 是 𝜇 的一个好的估计量，可预期ത𝑋𝑛2 也是 𝜇2 的好的估计量。

• 然而 ത𝑋𝑛2 是 ത𝑋𝑛 的非线性函数，从而产生偏差 𝜎2𝑛 。这个偏差可

用无偏估计量 𝑆𝑛2𝑛 代替 𝜎2𝑛 加以修正。

第六节 均方误准则

例 8.10 (Cont.)：



第八章参数估计和评估概率论与统计学 2024-12-30 139

[MSE 分解 (MSE Decomposition)]：𝐸𝜃( ෠𝜃 − 𝜃)2 = var𝜃( ෠𝜃) + Bias𝜃( ෠𝜃) 2
定理 8.10

证明：

• 利用公式 𝑎 + 𝑏 2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏，展开𝐸𝜃( ෠𝜃 − 𝜃) 2 = 𝐸𝜃 ෠𝜃 − 𝐸𝜃( ෠𝜃) + 𝐸𝜃( ෠𝜃) − 𝜃 2= 𝐸𝜃 ൯෠𝜃 − 𝐸𝜃( ෠𝜃 2 + 𝐸𝜃( ෠𝜃) − 𝜃 2 + 2𝐸𝜃 ൯෠𝜃 − 𝐸𝜃( ෠𝜃 𝐸𝜃( ෠𝜃) − 𝜃= 𝐸𝜃 ൯෠𝜃 − 𝐸𝜃( ෠𝜃 2 + 𝐸𝜃( ෠𝜃) − 𝜃 2
• 其中，交叉乘积项𝐸𝜃 ෠𝜃 − 𝐸𝜃( ෠𝜃) 𝐸𝜃( ෠𝜃) − 𝜃 = 𝐸𝜃 ෠𝜃 − 𝐸𝜃( ෠𝜃) 𝐸𝜃( ෠𝜃) − 𝜃= 0 ⋅ 𝐸𝜃( ෠𝜃) − 𝜃= 0
证毕。

第六节 均方误准则
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• MSE𝜃( ෠𝜃) 可分解为两部分： var𝜃( ෠𝜃) 和 Bias𝜃( ෠𝜃)2 之和。

✓ var𝜃( ෠𝜃) 测度了估计量 ෠𝜃 因抽样变化导致的变异性

(variability)，

✓ Bias𝜃( ෠𝜃)2 测度了估计方法的估计精度 (accuracy)。

• 对任何无偏估计量 ෠𝜃，MSE𝜃( ෠𝜃) = 𝐸𝜃( ෠𝜃 − 𝜃)2 = var𝜃( ෠𝜃)。
• 因此，最优无偏估计量是方差最小的无偏估计量。当然，最优

无偏估计量可能不如某些有偏估计量，若后者的方差很小以至

于可抵消存在的偏差。

第六节 均方误准则
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• 可用打靶射击的简单例子直观理解 MSE 准则及其分解。

✓ 若绝大多数射击都与目标很接近，那么积分很高，这对应

一个很小的 MSE。

✓ 若射击点分布以目标为中心 (偏差很小)，但在目标周围分

散范围大 (方差很大)，或射击点分布并不分散 (方差很小)，

但却以一个远离目标的点为中心 (偏差很大)，这两种情况

获得的积分都很低。

第六节 均方误准则
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MSE的方差和偏差示意图

第六节 均方误准则
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[估计量的相对有效性 (Relative Efficiency of Estimators)]：若MSE𝜃( ෠𝜃) ≤ MSE𝜃( ෨𝜃)
则称在 MSE 准则下，参数 𝜃 的一个估计量 ෠𝜃 较之另一估计量 ෨𝜃
更有效。

定义 8.5

• 评价估计量的相对有效性取决于比较准则。一般而言，不同准

则将导致不同的有效性排序。本书采用实际应用最为广泛的

MSE 准则。

第六节 均方误准则
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例 8.11：

解：

• 应用第六章定理 6.2 和定理 6.3，得

✓ 𝐸𝜃 Ƹ𝜇1 = 𝜇, var𝜃 Ƹ𝜇1 = 𝜎2𝑛 ,
✓ 𝐸𝜃 Ƹ𝜇2 = 𝜇, var𝜃 Ƹ𝜇2 = 𝜎22𝑛。

• 则 MSE𝜃 Ƹ𝜇1 = 2MSE𝜃 Ƹ𝜇2 。因此 Ƹ𝜇2 更有效。

第六节 均方误准则

假设 𝑋𝑖 𝑖=12𝑛 为来自均值 𝜇，方差 𝜎2 的某个总体分布的 IID 随机

样本。为了估计 𝜇，定义 Ƹ𝜇1 = 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 , Ƹ𝜇2 = (2𝑛)−1σ𝑖=12𝑛 𝑋𝑖
哪个估计量在 MSE 准则下更优？
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• 直觉上，在参数估计时总希望能利用更多的样本信息。

• 因此，从统计角度而言，样本分割 (sample splitting) 或样本截

断 (sample truncation) 并不是有效方法，因为这些方法未能充

分利用包含在 𝑋𝑖 𝑖=12𝑛 中的所有样本信息。

第六节 均方误准则



第八章参数估计和评估概率论与统计学 2024-12-30 146

例 8.12：

第六节 均方误准则

令 (𝑋1, 𝑋2) 为来自均值为 𝜇，方差为 𝜎2 的某个总体分布的 IID 随

机样本。均值 𝜇 的两个估计量分别为Ƹ𝜇1 = ത𝑋𝑛 = 12 𝑋1 + 𝑋2Ƹ𝜇2 = 13 𝑋1 + 2𝑋2
哪个估计量更好？
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例 8.12 (Cont.)：

第六节 均方误准则

解：

• 令 𝜃 = (𝜇, 𝜎2) 。可验证两个估计量均为 𝜇 的无偏估计。且var𝜃 Ƹ𝜇1 = 12𝜎2var𝜃 Ƹ𝜇2 = 19𝜎2 + 49𝜎4
= 59𝜎2
> 12𝜎2

• 因此，在 MSE 准则下 Ƹ𝜇1 比 Ƹ𝜇2 更有效。
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• 直觉上，由于两个随机变量 𝑋1 和 𝑋2 服从同分布，没有理由区

别对待 𝑋1 和 𝑋2 (即对同分布观测值赋不同的权重)。

• 对每个观测值赋予等权重将获得 𝜇 的最有效估计。

第六节 均方误准则
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第八章参数估计和评估概率论与统计学 2024-12-30 150

• 可定义 MSE 最小的估计量为最优。但在实际应用中这种估计

量很难求获，因为估计量类型庞大。

• 简便起见，以下只考察一类线性无偏估计量并在其中求最优估

计量。

• 首先，定义变换参数 𝜏 = 𝜏 (𝜃) 的广义无偏估计量概念。一个

例子是 𝜏 = 𝜇2，本章第六节例 8.10 讨论过这个例子。

第七节 最优无偏估计量

◆ 问题

在参数 𝜃 的一类估计量中哪个是最优估计量？
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[广义无偏估计量 (Generalized Unbiased Estimator)]：Ƹ𝜏 = Ƹ𝜏𝑛 𝑿𝑛 是参数 𝜏 (𝜃) 的无偏估计量，若𝐸𝜃 Ƹ𝜏 = 𝜏 𝜃 ,对所有 𝜃 ∈ Θ
其中 𝐸𝜃(·) 是对 𝑿𝑛 的联合概率分布 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 求期望。

当 𝜏 (𝜃) = 𝜃 时，此定义即回到定义 8.4 (参数 𝜃 的无偏估计量)

的情形。

定义 8.6

第七节 最优无偏估计量
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[一致最优无偏估计量 (Uniform Best Unbiased Estimator)]：

令 Γ 为参数 𝜏 (𝜃) 的一类无偏估计量的集合，其中 𝜃 ∈ Θ 且 Θ
是 𝜃 的参数空间。

• 若估计量 Ƹ𝜏∗ ∈ Γ 满足：

(1) 对所有 𝜃 ∈ Θ，𝐸𝜃( Ƹ𝜏∗) = 𝜏 (𝜃) ；

(2) 对 Γ 中 𝜏 (𝜃) 的任意估计量 Ƹ𝜏 且对所有 𝜃 ∈ Θ，有var𝜃( Ƹ𝜏∗) ≤ var𝜃( Ƹ𝜏)。
• 则称估计量 Ƹ𝜏∗ ∈ Γ 为 𝜏 (𝜃) 在参数空间 Θ 上属于 Γ 类所有

估计量中的一致最优无偏估计量。

定义 8.7

第七节 最优无偏估计量
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例 8.14 ：[同方差条件下最优线性无偏估计量
(Best Linear Unbiased Estimator, BLUE)]

• 令 𝑿𝑛 为 IID (𝜇, 𝜎2) 随机样本。定义 𝜇 的一类线性无偏估计量

如下 Γ = Ƹ𝜇: ℝ𝑛 → ℝ ∣ Ƹ𝜇 = ෍𝑖=1𝑛 𝑐𝑖𝑋𝑖 , 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛 ′ ∈ ℝ𝑛
• (1) 证明：对所有 𝜇 ∈ ℝ 和所有 𝑛 ≥ 1，当且仅当 σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖 = 1

时， Ƹ𝜇 为 𝜇 的无偏估计量；

• (2) 求 𝜇 在 Γ 类估计量中的一致最有效无偏估计量。

第七节 最优无偏估计量
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例 8.14 (Cont.) ：

解：

• 注意到 Ƹ𝜏 = Ƹ𝜇，此处 𝜏 (𝜃) = 𝜇，𝜃 = (𝜇, 𝜎2)。
• (1) 给定 Ƹ𝜇 = σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖𝑋𝑖，取期望得 𝐸𝜃( Ƹ𝜇) = 𝜇 σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖。因此，

若 Ƹ𝜇 为 𝜇 的无偏估计量，即如果𝐸𝜃( Ƹ𝜇) = 𝜇, 对所有 𝜇 值

则必有 σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖 = 1
• 另一方面，若 σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖 = 1，则由 𝐸𝜃( Ƹ𝜇) = 𝜇 σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖，得𝐸𝜃( Ƹ𝜇) = 𝜇 ⋅ 1 = 𝜇, 对所有 𝜇
• 即 Ƹ𝜇 是 𝜇 的无偏估计。因此，当且仅当 σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖 = 1时， Ƹ𝜇 为𝜇 的无偏估计量。

第七节 最优无偏估计量
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• 解 (Cont.)：

• (2) 为求 𝜇 的一致最有效无偏估计量，只需在 σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖 = 1 约

束条件下，在 Γ 类估计量中找方差最小的那一个估计量。

• 在 IID 的假设下， Ƹ𝜇 ∈ Γ 的方差为var𝜃( Ƹ𝜇) = var𝜃 ෍𝑖=1𝑛 𝑐𝑖𝑋𝑖
= ෍𝑖=1𝑛 𝑐𝑖2var𝜃 𝑋𝑖
= 𝜎2෍𝑖=1𝑛 𝑐𝑖2

第七节 最优无偏估计量

例 8.14 (Cont.) ：
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解 (Cont.)：

• 因 Ƹ𝜇 无偏，故 σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖 = 1 。因此，可求解方差最小化问题min𝑐𝑖 𝑖=1𝑛 𝜎2σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖2
• 满足约束条件 σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖 = 1
• 定义拉格朗日函数𝐿(𝑐, 𝜆) = 𝜎2σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖2 + 𝜆 1 − σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖
• 其中 𝑐 = (𝑐1,···, 𝑐𝑛)′， 𝜆 为拉格朗日乘子。

第七节 最优无偏估计量

例 8.14 (Cont.) ：
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解 (Cont.)：

• 最小化拉格朗日函数的 𝑛 + 1 个一阶条件如下:)𝜕𝐿(𝑐, 𝜆𝜕𝑐𝑖 = 2𝜎2𝑐𝑖 − 𝜆 = 0, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛)𝜕𝐿(𝑐, 𝜆𝜕𝜆 = 1 −෍𝑖=1𝑛 𝑐𝑖 = 0
• 解这 𝑛 + 1 个联立方程组，得𝑐𝑖∗ = 1𝑛 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 因此，一致最有效无偏估计量为Ƹ𝜇∗ = σ𝑖=1𝑛 1𝑛𝑋𝑖 = ത𝑋𝑛

第七节 最优无偏估计量

例 8.14 (Cont.) ：
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解 (Cont.)：

• 另外，需验证二阶条件以确保 Ƹ𝜇∗ 是全局最小值。结果的确如

此，因为可以证明，对所有 𝜇，𝐿(𝑐, 𝜆) 的黑塞矩阵总为正定

(请验证)。

第七节 最优无偏估计量

例 8.14 (Cont.) ：
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• 直觉上，因 𝑛 个随机变量 𝑋𝑖 𝑖=1𝑛 具有相同分布，没有理由对

其区别对待。

• 那么，最优权重自然是对所有观测值赋予等权重。这与经典

线性回归模型的高斯-马尔可夫定理 (Gauss-Markov theorem)

的思想完全相同。

• 该定理指出，对经典线性回归模型𝑌𝑖 = 𝑋𝑖′𝜃 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 其未知参数 𝜃 的普通最小二乘 (ordinary least squares, OLS)

估计量，在 𝜀𝑖 𝑖=1𝑛 为 IID 0, 𝜎𝘀2 的假设下是最优线性无偏估

计量 (BLUE)。

第七节 最优无偏估计量

例 8.14 (Cont.) ：
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• 在线性回归分析中，OLS 估计量 ෠𝜃 定义为最小化残差平方和

的解，即 ෠𝜃 = arg min𝜃 ෍𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′𝜃 2
其对于每个残差 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′𝜃 的权重相同。详细讨论参见第十章。

• 回顾第六章定理 6.1 关于样本均值 ത𝑋𝑛 是最小化残差平方和的

解 ത𝑋𝑛 = arg min𝑎 ෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝑎 2
• 这其实是线性回归模型的一个特例 (即只包含截距项)。

第七节 最优无偏估计量

例 8.14 (Cont.) ：
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例 8.15 ：[异方差条件下最优线性无偏估计量
(Optimal Estimation for 𝜇 under Heteroskedasticity])]:

• 假设 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 为独立但非同分布随机样本，其中𝐸(𝑋𝑖) = 𝜇 和 var(𝑋𝑖) = 𝜎 𝑖2 < ∞, 𝑖 = 1,···, 𝑛。

• 在如下一类关于 𝜇 估计量中，求 𝜇 的一致最优线性无偏估计

量 Γ = Ƹ𝜇: ℝ𝑛 → ℝ ∣ Ƹ𝜇 = ෍𝑖=1𝑛 𝑐𝑖𝑋𝑖 , 𝑐1, ⋯ , 𝑐𝑛 ′ ∈ ℝ𝑛
其中 σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖 = 1。

第七节 最优无偏估计量
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例 8.15 (Cont.) ：

解：

• 当且仅当 σ𝑖=1𝑛 𝑐𝑖 = 1 时， Ƹ𝜇 为 𝜇 的无偏估计量。

• 应用拉格朗日乘子法，可在 Γ 类估计量中求得最优估计量为Ƹ𝜇∗ = ෍𝑖=1𝑛 𝑐𝑖∗𝑋𝑖
= 1σ𝑖=1𝑛 1𝜎𝑖2෍𝑖=1

𝑛 1𝜎𝑖2 𝑋𝑖

第七节 最优无偏估计量
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例 8.15 (Cont.) ：

解 (Cont.)：

• 其中，最优权重为

𝑐𝑖∗ = 1𝜎𝑖2σ𝑖=1𝑛 1𝜎𝑖2 ∝ 1𝜎𝑖2 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 该结果表明，在独立但非同分布的随机样本中(所有随机变量

的均值 𝜇 相同，但方差不同) 求 𝜇 的最有效估计量，需要减小

噪声大的观测值的影响 (即方差较大的观测值须赋予较小的权

重，反之则赋予较大的权重)。

• 最优权重与 𝜎𝑖−2 成正比，𝜎𝑖−2 是随机变量 𝑋𝑖 方差的逆。

第七节 最优无偏估计量
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例 8.15 (Cont.) ：

• 这与计量经济学中常用的广义最小二乘 (generalized least

squares, GLS) 估计量的思想类似。

• 考察线性回归模型𝑌𝑖 = 𝑋𝑖′𝜃 + 𝜀𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 其中随机扰动项 𝜀𝑖 𝑖=1𝑛 为一独立但非同分布序列，其均值𝐸(𝜀𝑖) = 0，方差 var(𝜀𝑖2) = 𝜎𝑖2。
• 此处存在无条件异方差 (unconditional heteroskedasticity)，

因为 𝜎𝑖2 对不同的 𝑖 可能取不同的值。

第七节 最优无偏估计量
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例 8.15 (Cont.) ：

• 现在考察变换回归模型𝑌𝑖𝜎𝑖 = 𝑋𝑖𝜎𝑖
′ 𝜃 + 𝘀𝑖𝜎𝑖

或等价地 𝑌𝑖∗ = 𝑋𝑖∗′𝜃 + 𝜀𝑖∗
• 其中，新的随机扰动项 𝜀𝑖∗ 𝑖=1𝑛 是具有零均值和单位方差的

IID 序列。

• 变换线性回归模型的 OLS 估计量 ෠𝜃∗ 称为 GLS 估计量。෠𝜃∗ = arg min𝜃 ෍𝑖=1𝑛 𝑌𝑖∗ − 𝑋𝑖∗′𝜃 2

第七节 最优无偏估计量
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例 8.15 (Cont.) ：

• GLS 是对原始线性回归模型进行异方差修正后所获得的 OLS

估计量。

• 估计量 ෠𝜃∗ 对每个残差 𝑌𝑖 − 𝑋𝑖′𝜃 除以相应的扰动项 𝜀𝑖 的标准差𝜎𝑖 以降低噪声大的扰动项影响。

• 可以证明，GLS 估计量为 BLUE。

• 详细讨论参见第十章第九节。

第七节 最优无偏估计量
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• 拉格朗日乘子法在预算约束下的效用最大化、技术约束下的成

本最小化或利润最大化等经济问题中，也都有广泛应用。

• Chow (1975) 提出了一种通过拉格朗日乘子法解决宏观经济学

动态最优化问题的方法，建立了一套可应用于随机经济系统的

最优控制理论。

8.7.1 拉格朗日乘子法第七节 最优无偏估计量
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8.7.1 拉格朗日乘子法第七节 最优无偏估计量

◆ 问题

是否无偏估计量总优于有偏估计量？

• 回答是否定的。以下举一例说明。
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例 8.16 ：

• 令 𝑿𝑛 为来自正态分布 𝑁(𝜇, 𝜎2) 的 IID 随机样本。

• 样本方差 𝑆𝑛2 = (𝑛 − 1)−1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋𝑛 2 和 MLE 估计量 ො𝜎2 =𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋𝑛 2 是 𝜎2 的两个估计量。

• 依据 MSE，哪个估计量为更有效的估计量？

第七节 最优无偏估计量
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例 8.16 (Cont.)：

解：
• 首先，根据第六章定理 6.6，即 (𝑛−1)𝑆𝑛2𝜎2 ∼ 𝜒𝑛−12 ，有 𝐸𝜃 𝑆𝑛2 =𝜎2 和 var𝜃 𝑆𝑛2 = 2𝜎4𝑛−1。
• 则有 MSE𝜃 𝑆𝑛2 = 𝐸𝜃 𝑆𝑛2 − 𝜎2 2= var𝜃 𝑆𝑛2 + Bias𝜃 𝑆𝑛2 2

= 2𝜎4𝑛 − 1
• 其次，观察到 ො𝜎2 = 𝑛 − 1𝑛 𝑆𝑛2

第七节 最优无偏估计量
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例 8.16 (Cont.)：

解 (Cont.)：

• 有 Bias𝜃 ො𝜎2 = 𝐸𝜃 ො𝜎2 − 𝜎2= 𝑛 − 1𝑛 𝜎2 − 𝜎2
= −𝜎2𝑛var𝜃 ො𝜎2 = 𝑛 − 1𝑛 2 var𝜃 𝑆𝑛2

= 𝑛 − 1𝑛 2 2𝜎4𝑛 − 1

第七节 最优无偏估计量
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例 8.16 (Cont.)：

解 (Cont.)：

• 从而对所有 𝑛 > 1，MSE𝜃 ො𝜎2 = 1 − 1𝑛 2 2𝜎4𝑛 − 1+ 𝜎4𝑛2= 1 − 1𝑛 2 + 𝑛 − 12𝑛2 2𝜎4𝑛 − 1= 𝑛 − 1𝑛 2𝑛 − 12𝑛 2𝜎4𝑛 − 1< 2𝜎4𝑛 − 1 = MSE𝜃 𝑆𝑛2
• 因此，有偏估计量 ො𝜎2 优于无偏估计量 𝑆𝑛2。

第七节 最优无偏估计量
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• 例 8.16 表明无偏估计量未必是更有效的估计量。正如此例所

示，有时在方差和偏差之间存在一种权衡取舍，即用偏差的一

个小增量可换取方差较大的减少，从而使 MSE 变小。

• 例 8.16 的结论并非意味着要舍弃 𝑆𝑛2 作为 𝜎2 的估计量，该结

论只是基于 MSE 所得。无法确定 MSE 是否为测度方差估计量

优度的最佳方法。此外，当 𝑛 较大时，就 MSE 而言，𝑆𝑛2 和ො𝜎2 几乎不存在差异。

• 样本方差 መ𝑆𝑛2 只是许多无偏估计量中的一个，就 MSE 而言，可

能不如有偏估计量。

第七节 最优无偏估计量
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• 再例如，经典线性回归模型中的 OLS 估计量 መ𝛽 是未知参数的

无偏估计量。当自变量的数目很大，它们之间可能存在近似多

重共线性时，OLS 估计量 መ𝛽 将存在巨大方差。

• 一个修正方法就是 Hoerl & Kennard (1970) 提出的所谓岭回归

(ridge regression) 估计方法。

• 它通过对平方系数之和施加一个等比例的惩罚项来限制未知参

数的大小。这将会带来偏差，但是 OLS 估计量方差会大大减

小，从而得到一个更小的 MSE。

第七节 最优无偏估计量
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• 另外，若许多未知系数为 0 或非常微小，可以通过套索算法

(least absolute shrinkage and selection operator, LASSO) 对系数

绝对值总和施加一个等比例的惩罚项。

• LASSO 估计量可有效挑选出那些非零系数，从而大大减小

MSE 方差，但其偏差会变大。

• 关于 LASSO 估计的更多讨论，可参见 Tibshirani (1996)。

第七节 最优无偏估计量
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• 一般而言，从一类无偏估计量中求最有效估计量是一件困难的

事情。

• 当总体分布模型 𝑓(𝑥, 𝜃) 的函数形式已知时，有另一种评估参

数估计量有效性的方法。

• 简单起见，本节假设参数 𝜃 为标量。

第八节 克拉默-拉奥下界
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[克拉默-拉奥下界 (Cramer-Rao Lower Bound)；克拉默-拉奥

不等式 (Cramer-Rao Inequality)]：

• 令 𝑿𝑛 为一个随机样本，其联合 PMF/PDF 为 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 ，并

令 Ƹ𝜏 = Ƹ𝜏𝑛 𝑿𝑛 为参数 𝜏 (𝜃) 的任意估计量，且 𝐸𝜃( Ƹ𝜏) 是 𝜃 的

可导函数，期望 𝐸𝜃(·) 是定义在随机样本 𝑿𝑛 的联合概率

PMF/PDF 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 上。对满足 𝐸𝜃 |ℎ(𝑿𝑛)| < ∞ 的任意函数ℎ ∶ ℝ𝑛 → ℝ，如果以下条件成立，𝑑𝑑𝜃නℝ𝑛 ℎ 𝒙𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 𝑑𝒙𝑛 = නℝ𝑛 ℎ 𝒙𝑛 𝜕𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃𝜕𝜃 𝑑𝒙𝑛

定理 8.11

第八节 克拉默-拉奥下界
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• 则对所有 𝑛 > 0 和所有 𝜃 ∈ Θ，有

var𝜃( Ƹ𝜏) ≥ 𝐵𝑛(𝜃) ≡ )𝑑𝐸𝜃( Ƹ𝜏𝑑𝜃 2
𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 2

• 其中 𝐵𝑛(𝜃) 称为克拉默-拉奥下界 (Cramer-Rao lower bound)。

• 特别地，当 Ƹ𝜏 是参数 𝜏 (𝜃) 的无偏估计量时，有𝐵𝑛(𝜃) = )𝜏′(𝜃 2𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 2

第八节 克拉默-拉奥下界

定理 8.11 (Cont.)
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第八节 克拉默-拉奥下界

证明：

• 这里只考察连续分布的情形，离散分布的证明类似。假设有

• (1) 𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 2 = var𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃
• (2) )𝑑𝐸𝜃( Ƹ𝜏𝑑𝜃 = cov𝜃 Ƹ𝜏, 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃
• 根据柯西-施瓦茨 (Cauchy-Schwarz) 不等式，有cov𝜃 Ƹ𝜏, 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 2 ≤ var𝜃( Ƹ𝜏)var𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃
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证明 (Cont.)：

• 则从上述结果 (1) 和 (2)，可得

var𝜃( Ƹ𝜏) ≥ cov𝜃 Ƹ𝜏,𝜕 ln 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 2
var𝜃 𝜕 ln 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃

= )𝑑𝐸𝜃( Ƹ𝜏𝑑𝜃 2
𝐸𝜃 𝜕 ln 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 2

)= 𝐵𝑛(𝜃
• 因此，只需证明结果 (1) 和 (2)。

第八节 克拉默-拉奥下界
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证明 (Cont.)：

• 首先证明结果 (1)，即证明在联合分布 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃 下，随机样

本 𝑿𝑛 的记分函数 𝜕ln 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛,𝜃𝜕𝜃 的均值为零。因为

𝐸𝜃 𝜕ln 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 = නℝ𝑛 𝜕ln 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃𝜕𝜃 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 𝑑𝒙𝑛
= නℝ𝑛 𝜕𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃𝜕𝜃 𝑑𝒙𝑛
= 𝑑𝑑𝜃නℝ𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 𝑑𝒙𝑛 [交换积分和求导顺序]= 𝑑(1)𝑑𝜃= 0

第八节 克拉默-拉奥下界
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证明 (Cont.)：

• 由公式 var(𝑌) = 𝐸 𝑌2 − 𝜇𝑌2，可求得记分函数的方差var𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 = 𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 2 − 𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 2
= 𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 2

• 结果 (1)证毕。

第八节 克拉默-拉奥下界
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证明 (Cont.)：

• 下面证明结果 (2)。给定 𝐸𝜃[𝜕ln 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛,𝜃𝜕𝜃 ] = 0 和 Ƹ𝜏 = Ƹ𝜏𝑛(𝑿𝑛)，
由公式 cov(𝑌, 𝑍) = 𝐸(𝑌𝑍) − 𝜇𝑌 𝜇𝑍，有cov𝜃 Ƹ𝜏, 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 = 𝐸𝜃 Ƹ𝜏 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 − 𝐸𝜃( Ƹ𝜏)𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃= 𝐸𝜃 Ƹ𝜏 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃= නℝ𝑛 Ƹ𝜏𝑛 𝒙𝑛 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃𝜕𝜃 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 𝑑𝒙𝑛

= නℝ𝑛 Ƹ𝜏𝑛 𝒙𝑛 𝜕𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃𝜕𝜃 𝑑𝒙𝑛= 𝑑𝑑𝜃නℝ𝑛 Ƹ𝜏𝑛 𝒙𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 𝑑𝒙𝑛 [交换积分和求导顺序]= )𝑑𝐸𝜃( Ƹ𝜏𝑑𝜃
• 结果 (2)证毕。

第八节 克拉默-拉奥下界
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证明 (Cont.)：

• 克拉默-拉奥下界同样可适用于离散分布情形。

• 唯一的变化是以求和替代积分，𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 代表随机样本 𝑿𝑛
的联合 PMF 而非联合 PDF。

证毕。

第八节 克拉默-拉奥下界
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• 需要强调，克拉默-拉奥定理的一个关键假设具有一定限制性，

即可交换积分和微分运算顺序。 该 条 件 称 为 正 则 条 件

(regularity condition)，即在一般情况下成立。

• 这个条件可写为𝑑𝑑𝜃නℝ𝑛 ℎ 𝒙𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 𝑑𝒙𝑛 = නℝ𝑛 ℎ 𝒙𝑛 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃𝜕𝜃 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 𝑑𝒙𝑛
或等价地 𝑑𝐸𝜃 ℎ 𝑿𝑛𝑑𝜃 = 𝐸𝜃 ℎ 𝑿𝑛 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃

第八节 克拉默-拉奥下界
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推论 8.1： [IID随机样本下的克拉默-拉奥下界 (Cramer-

Rao Lower Bound Under an IID Random Sample])]

• 令 𝑿𝑛 为来自总体 PMF/PDF 𝑓(𝑥, 𝜃) 的 IID 随机样本，并令Ƹ𝜏 = Ƹ𝜏𝑛 𝑿𝑛 为 𝜏 (𝜃) 的任意估计量，且 𝐸𝜃 Ƹ𝜏𝑛 𝑿𝑛 是 𝜃 ∈ Θ
的可导函数。

• 假设对满足 𝐸𝜃|ℎ(𝑋𝑖)| < ∞ 的任意函数 ℎ (𝑥)，有𝑑𝑑𝜃න−∞∞ ℎ(𝑥)𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 = න−∞∞ ℎ(𝑥) )𝜕𝑓(𝑥, 𝜃𝜕𝜃 𝑑𝑥
• 则对所有 𝑛，

var𝜃( Ƹ𝜏) ≥ 𝐵𝑛(𝜃) ≡ )𝑑𝐸𝜃( Ƹ𝜏𝑑𝜃 2
)𝑛𝐼(𝜃

第八节 克拉默-拉奥下界
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• 其中𝐼(𝜃) = 𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃 2 = න−∞∞ )𝜕l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃 2 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥
是总体分布 PMF/PDF 𝑓(𝑥, 𝜃) 的费雪信息。

• 当 Ƹ𝜏 为 𝜏 (𝜃) 的无偏估计量时，则有var𝜃( Ƹ𝜏) ≥ 𝐵𝑛(𝜃) ≡ )𝜏′(𝜃 2)𝑛𝐼(𝜃

第八节 克拉默-拉奥下界

推论 8.1 (Cont.)：
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证明：

• 给定定理 8.11 的克拉默-拉奥下界，只需证明在随机样本 𝑿𝑛
为独立同分布的假设下，克拉默-拉奥下界的分母𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 2 = 𝑛𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃 2 = 𝑛𝐼(𝜃)

• 因 为 𝑿𝑛 是 来 自 总 体 分 布 𝑓 𝑥, 𝜃 的 IID 样 本 ， 有𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃 = ς𝑖=1𝑛 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃 ，故可得l n 𝑓𝑿n 𝑿𝑛, 𝜃 = ෍𝑖=1𝑛 l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃

第八节 克拉默-拉奥下界
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证明 (Cont.)：

• 随机样本 𝑿𝑛 的记分函数𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛, 𝜃𝜕𝜃 = ෍𝑖=1𝑛 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃
• 由引理 8.3，基于总体分布 𝑓(𝑥, 𝜃) 的记分函数 𝜕ln 𝑓 𝑋𝑖,𝜃𝜕𝜃 的期

望为零，即𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕𝜃 = න−∞∞ )𝜕l n 𝑓 (𝑥, 𝜃𝜕𝜃 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥 = 0

第八节 克拉默-拉奥下界
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证明 (Cont.)：

• 由 IID 假设得𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛,𝜃𝜕𝜃 2
= var𝜃 𝜕l n 𝑓𝑿𝑛 𝑿𝑛,𝜃𝜕𝜃 = var𝜃 σ𝑖=1𝑛 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖,𝜃𝜕𝜃= σ𝑖=1𝑛 var𝜃 𝜕l n 𝑓 𝑋𝑖,𝜃𝜕𝜃 = 𝑛var𝜃 𝜕l n 𝑓 𝑋1,𝜃𝜕𝜃= 𝑛𝐸𝜃 𝜕l n 𝑓 𝑋1,𝜃𝜕𝜃 2 = 𝑛𝐼(𝜃)

• 其中，第三和第四个等式由 IID 假设推得，而第五个等式由𝐸𝜃 𝜕𝜕𝜃 ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃 = 0 推得。

证毕。

第八节 克拉默-拉奥下界
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克拉默-拉奥下界

• 在推论 8.1 中，𝑓(𝑥, 𝜃) 是每个随机变量 𝑋𝑖 的 PMF/PDF，而

定理 8.11 中的 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 是随机样本 𝑿𝑛 的联合 PMF/PDF。

可以看出，在 IID 假设下，克拉默-拉奥下界 𝐵𝑛(𝜃) 以速度 𝑛
趋近于零。

• 除尺度因子 𝑛−1 外，克拉默-拉奥下界与费雪信息 𝐼(𝜃) 的逆

成正比。

✓ 费雪信息测度总体分布 PMF/PDF 𝑓(𝑥, 𝜃) 或等价地每个随

机变量 𝑋𝑖 包含了多少关于 𝜃 的信息。

✓ 𝐼(𝜃) 越大，随机变量 𝑋𝑖 就包含越多关于 𝜃 的信息，从而

克拉默-拉奥下界 𝐵𝑛(𝜃) 就越小。

第八节 克拉默-拉奥下界
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克拉默-拉奥下界 (Cont.)

• 有些情形下，𝐼(𝜃) 的计算比较繁冗。根据引理 8.4 的信息等

式𝐼(𝜃) + 𝐻(𝜃) = 0，可将参数 𝜏 (𝜃) 的无偏估计量 Ƹ𝜏 的克拉

默-拉奥下界表达为 𝐵𝑛(𝜃) = ൯𝜏′(𝜃 2)−𝑛𝐻(𝜃
• 其中 𝐻(𝜃) ≡ 𝐸𝜃 𝜕2l n 𝑓 𝑋𝑖,𝜃𝜕𝜃2= ∞∞−׬ ൯𝜕2l n 𝑓(𝑥,𝜃𝜕𝜃2 𝑓(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥

称为总体分布 𝑓(𝑥, 𝜃) 或随机变量 𝑋𝑖 的黑塞函数或黑塞矩阵

(当 𝜃 为向量时)。

第八节 克拉默-拉奥下界
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克拉默-拉奥下界 (Cont.)

• 因此，克拉默-拉奥下界 𝐵𝑛(𝜃) 依赖于对数似然函数 ln 𝑓(𝑋, 𝜃)
的曲率均值的倒数。对数似然函数的曲率的绝对值越大，克拉

默-拉奥下界 𝐵𝑛(𝜃) 越小。

第八节 克拉默-拉奥下界
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克拉默-拉奥下界 (Cont.)

• 定理 8.5 已证明，当 𝑛 → ∞ 时，𝑛( ෠𝜃 − 𝜃) →𝑑 𝑁 0,−𝐻(𝜃) −1
其中 𝜃 ∈ Θ 为真实参数值。

• 这 表 明 当 𝑛 充 分 大 时 ， ෠𝜃 − 𝜃 近 似 服 从 正 态 分 布𝑁{0, −𝑛𝐻 𝜃 −1ሽ。
• 此时，MLE 估计量 ෠𝜃 的方差近似达到克拉默-拉奥下界，这对

于任意总体分布 𝑓(𝑥, 𝜃) 均成立。

• 从定理 8.5 中 𝑛 ෠𝜃 − 𝜃0 的渐近正态性，可得 MLE 估计量 ෠𝜃
的渐近偏差等于零，从而 MLE ෠𝜃 是渐近最有效的估计量。

第八节 克拉默-拉奥下界
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例 8.17：

• 令 𝑿𝑛 为 IID Poisson(𝜆) 随机样本。用克拉默-拉奥下界法证明

样本均值 ത𝑋𝑛 为参数 𝜆 的最优无偏估计量。

第八节 克拉默-拉奥下界

解：

• 在本例中，𝜏 (𝜃) = 𝜃 = 𝜆，且 Ƹ𝜏 = ത𝑋𝑛，𝐸𝜆( Ƹ𝜏) = 𝜆。因此， Ƹ𝜏 是𝜆 的无偏估计量。对泊松分布 Poisson(𝜆)，𝜎2 = 𝜆，故有var𝜆 ത𝑋𝑛 = 𝜎2𝑛 = 𝜆𝑛
• 因此只需证明克拉默-拉奥下界 𝐵𝑛(𝜆) = 𝜆𝑛。
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例 8.17 (Cont.)：

解 (Cont.)：

• 因为对数似然函数ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜆 = ln 𝑒−𝜆𝜆𝑋𝑖𝑋𝑖!= −𝜆 + 𝑋𝑖 ln 𝜆 − ln𝑋𝑖 !
• 有 𝜕2 ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜆𝜕𝜆2 = 𝜕2 −𝜆 + 𝑋𝑖 ln 𝜆 − ln𝑋𝑖 !𝜕𝜆2= −𝑋𝑖𝜆2

第八节 克拉默-拉奥下界
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解 (Cont.)：

• 和 𝐻𝜆(𝜆) = 𝐸𝜆 𝜕2l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜆𝜕𝜆2= 𝐸𝜆 −𝑋𝑖𝜆2= −𝐸𝜆 𝑋𝑖𝜆2= −1𝜆

第八节 克拉默-拉奥下界

例 8.17 (Cont.)：
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解 (Cont.)：

• 且因 Ƹ𝜏 = ത𝑋𝑛 ，有𝐸𝜆( ത𝑋𝑛) = 𝜆 ，故)𝑑𝐸𝜆(ො𝜏𝑑𝜆 = 𝑑𝜆𝑑𝜆 = 1
• 因此， 𝐵𝑛(𝜆) = ቁ𝑑𝑑𝜆𝐸𝜆(ො𝜏 2)−𝑛𝐻𝜆(𝜆= 12−𝑛 −1𝜆= 𝜆𝑛
• 因为 var𝜆( ത𝑋𝑛) = 𝐵𝑛(𝜆)，即样本均值 ത𝑋𝑛 达到克拉默-拉奥下

界，故 ത𝑋𝑛 为 𝜆 的最优无偏估计量。

第八节 克拉默-拉奥下界

例 8.17 (Cont.)：
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• 当 var𝜃( Ƹ𝜏) 未达到克拉默-拉奥下界时 (var𝜃 Ƹ𝜏 > 𝐵𝑛(𝜆))，克

拉默-拉奥下界可能无法给出确定性结论，即无法判定估计量Ƹ𝜏 是否为 𝜏(𝜃) 的最有效估计量。

• 以下例子说明克拉默-拉奥下界法的这一缺陷。

第八节 克拉默-拉奥下界
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• 令 𝑿𝑛 为 IID 𝑁(𝜇, 𝜎2) 随机样本，其中 𝜇 和 𝜎2 未知。

• 证明 𝑆𝑛2 未达到克拉默-拉奥下界。

第八节 克拉默-拉奥下界

例 8.18：

解：

• 本例中 𝜃 = (𝜇, 𝜎2)，𝜏 (𝜃) = 𝜎2 以及 Ƹ𝜏 = 𝑆𝑛2。𝑁(𝜇, 𝜎2) 分布的

对数似然函数为ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃 = − ln 2𝜋 − 12 ln 𝜎2 − 𝑋𝑖 − 𝜇 22𝜎2
• 因此，有 𝜕2 ln 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕 𝜎2 2 = 12𝜎4 − 𝑋𝑖 − 𝜇 2𝜎6
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解 (Cont.)：

• 而黑塞矩阵为𝐸𝜃 𝜕2l n 𝑓 𝑋𝑖 , 𝜃𝜕 𝜎2 2 = 12𝜎4 − 𝐸𝜃 𝑋𝑖 − 𝜇 2𝜎6= 12𝜎4 − 1𝜎4= − 12𝜎4
• 本例中，容易理解为什么信息矩阵 𝐼(𝜃) 或黑塞矩阵 𝐻(𝜃) 是

对随机变量 𝑋𝑖 所包含 𝜎2 的信息的测度。方差 𝜎2 越小，随机

变量 𝑋𝑖 的噪声越小，从而可更有效地估计 𝜎2。

第八节 克拉默-拉奥下界

例 8.18 (Cont.)：
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解 (Cont.)：

• 对 𝜎2 的任意无偏估计量 Ƹ𝜏 = Ƹ𝜏𝑛(𝑿𝑛)，有 𝐸𝜃 Ƹ𝜏𝑛 𝑿𝑛 = 𝜎2，因

此 𝑑𝐸𝜃 Ƹ𝜏𝑛 𝑿𝑛𝑑𝜎2 = 1
• 由克拉默-拉奥下界，有𝐵𝑛(𝜃) = 1𝑛 ൗ12 12𝜎4= 2𝜎4𝑛< 2𝜎4𝑛 − 1 = var𝜃 𝑆𝑛2

第八节 克拉默-拉奥下界

例 8.18 (Cont.)：
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解 (Cont.)：

• 因此， 𝑆𝑛2 未能达到克拉默-拉奥下界 2𝜎4/𝑛。但是，只能说𝑆𝑛2 未达到克拉默-拉奥下界，而不能判断 𝑆𝑛2 并非最优无偏估

计量，因为存在两种可能性：

✓ (a) 存在另一个无偏估计量达到 𝐵𝑛(𝜃)；
✓ (b) 𝜎2 的任何无偏估计量都无法达到 𝐵𝑛(𝜃)。

第八节 克拉默-拉奥下界

例 8.18 (Cont.)：
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克拉默-拉奥下界法的缺陷

• 克拉默-拉奥下界法在求最优无偏估计量时可能有一个缺陷：

✓ 若无偏估计量未能达到克拉默-拉奥下界，则无法判断其是

否为最有效估计量。也就是说，克拉默-拉奥下界可能严格

小于任意无偏估计量的方差。

第八节 克拉默-拉奥下界
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• 假设 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 是随机样本 𝑿𝑛 的联合 PMF/PDF 且 Ƹ𝜏 =Ƹ𝜏𝑛(𝑿𝑛) 是参数 𝜏 (𝜃) 的一个无偏估计量，其中 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛, 𝜃 和 Ƹ𝜏
满足克拉默-拉奥下界定理 (定理 8.11) 的条件。

• 则估计量 Ƹ𝜏 达到克拉默-拉奥下界，当且仅当存在某一函数 𝑎 :Θ → 𝑅，有

Ƹ𝜏 − 𝜏(𝜃) = 𝑎(𝜃) 𝜕l n ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛𝜕𝜃

定理 8.12

第八节 克拉默-拉奥下界
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证明：

• 由柯西-施瓦茨 (Cauchy-Schwarz) 不等式，有

• 当且仅当中心化的参数估计量 Ƹ𝜏 − 𝜏 (𝜃) 与随机样本 𝑿𝑛 的记分

函数 𝜕ln ෠𝐿 𝜃∣𝑿𝑛𝜕𝜃 成正比时，上述不等式才取等号。这是因为，

当 Ƹ𝜏 − 𝜏 (𝜃) 为记分函数 𝜕𝜕𝜃 ln ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 的线性函数时，二者相

关系数的绝对值等于 1。在此情况下，有 var𝜃( Ƹ𝜏) = 𝐵𝑛(𝜃)。
证毕。

第八节 克拉默-拉奥下界

cov𝜃 Ƹ𝜏,𝜕 ln ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛𝜕𝜃 2 ≤ var𝜃( Ƹ𝜏)var𝜃 𝜕 ln ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛𝜕𝜃
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• 来自 IID 𝑁(𝜇, 𝜎2) 总体分布的随机样本 𝑿𝑛 的似然函数为෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛 = 12𝜋𝜎2 Τ𝑛 2 𝑒− 12𝜎2 σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖−𝜇 2
其中 𝜃 = (𝜇, 𝜎2)。因此， 𝑿𝑛 的记分函数𝜕l n ෠𝐿 𝜃 ∣ 𝑿𝑛𝜕𝜎2 = 𝑛2𝜎4 𝑛−1෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − 𝜇 2 − 𝜎2

• 当 𝑎(𝜃) = 2𝜎4𝑛 时，可以证明，

• 若 𝜇 已 知 ， 则 𝜎2 的 最 优 无 偏 估 计 量 为 ෤𝜎2 =𝑛−1σ𝑖=1𝑛 ൫𝑋𝑖 − 𝜇)2 。

• 若 𝜇 未知，则无法达到克拉默-拉奥下界。

第八节 克拉默-拉奥下界

例 8.19 [例 8.18 的延续]：
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• 参数估计是统计推断最重要的目的之一。

• 本章首先介绍两种重要的估计方法：

✓ 极大似然估计法 (MLE)

✓ 矩估计法 (MME)

其中矩估计法经计量经济学家扩展为广义矩估计法 (GMM)。

• MLE 是基于正确设定的总体分布的参数 PMF/PDF 模型，而

MME 和 GMM 则基于一组关于总体分布的矩条件。

• MLE的优势：因为是基于随机样本联合分布的信息，MLE 相

对于 MME 或 GMM 一般来说总是更有效，除非后者所使用的

样本矩是参数的充分统计量。

第九节 小结
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• GMM的优势：GMM 不需要数据生成过程的总体分布信息。

• 为深入分析 MLE 和 MME/GMM 的概率统计性质，本章考察了

这两个估计量的渐近性质。

• 为评估同一参数的不同估计量，本章引入均方误准则度量参数

估计量和未知参数之间的接近程度，并且介绍两种评估无偏参

数估计量的重要方法：

✓ 一是拉格朗日乘子法，该法不需要关于总体分布 PMF/PDF

的信息；

✓ 二是克拉默-拉奥 (Cramer-Rao) 下界法，此法需要随机样

本的似然函数的信息。

第九节 小结
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Thank You !


