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◆ 问题

如何判断样本均值 ത𝑋𝑛 是否是均值 𝜇 的一个好的估计量？

• 利用均方误差 (Mean Square Error, MSE)，在 IID 假设下，MSE ത𝑋𝑛 = 𝐸 ത𝑋𝑛 − 𝜇 2= 𝜎2𝑛 → 0 𝑎𝑠 𝑛 → ∞
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◆ 问题

除了均方误差 (MSE) 外，是否可以利用其它的测度评判估计

量？

• 有，本章将介绍该内容。
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• 当 𝑛 → ∞ 时，利用渐近理论 (Asymptotic theory) 或大样

本理论 (Large sample theory)。

◆ 问题

若 𝑿𝑛 满足 IID正态假设，有𝑍𝑛 = ത𝑋𝑛−𝜇𝜎/ 𝑛 ∼ 𝑁 0,1 ，对所有 𝑛 ≥ 1。
若 𝑋𝑖 不再满足正态分布，𝑍𝑛 是否还是正态分布?
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• 令 {𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 为一个非随机实数序列。

• 若存在实数 𝑏，使得对每一给定实数 𝜖 > 0，均存在有限整数𝑁(𝜖) 满足对所有 𝑛 ≥ 𝑁(𝜖)，有 |𝑏𝑛 − 𝑏| < 𝜖，则 𝑏 是序列{𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 的极限。

定义 7.1 [极限 (Limit)]

• 序列 𝑏𝑛 的极限可写作： 𝑏 = lim𝑛→∞𝑏𝑛
• 𝜖 可解释为预先设定的对 𝑏𝑛 和 𝑏 之间偏离 (deviation) 的容忍度

(tolerance level)。

第一节极限与数量级
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• 令 𝑏𝑛 = 1 − 𝑛−1。则当 𝑛 → ∞ 时，𝑏𝑛 → 1。
✓ 因为对 𝑏 = 1 和任意 𝜖 > 0，存在 𝑁(𝜖) = [𝜖−1] + 1，其

中 [·] 表示整数部分，使得对所有 𝑛 ≥ 𝑁(𝜖)，有𝑏𝑛 − 𝑏 = 1𝑛 < 𝜖
• 本例中，

✓ 若 𝜖 = 10−4，则需 𝑁(𝜖) = 1/𝜖 + 1 = 104 + 1；
✓ 若 𝜖 = 10−8，则需 𝑁(𝜖) = 108 + 1。

例 7.1：

第一节极限与数量级
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• 令 𝑏𝑛 = 1 + 𝑎𝑛 𝑛
，其中 𝑎 为常数。则当 𝑛 → ∞ 时，𝑏𝑛 → 𝑒𝑎。

例 7.2：

• 令 𝑏𝑛 = −1 𝑛。对常数 𝑀 > 1 和所有 𝑛 ≥ 1，有 𝑏𝑛 ≤ 𝑀，

故 {𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 有界，但其极限不存在。

例 7.3：

解：

• 令 𝜖 = 1/2。则不存在一个常数 𝑏 和一个整数 𝑁(𝜖) 使得对所

有 𝑛 > 𝑁(𝜖)，有 |𝑏𝑛 − 𝑏| < 𝜖。

第一节极限与数量级
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若对任意实数序列 {𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2,···}，当 𝑛 → ∞，𝑏𝑛 → 𝑏 时，有𝑔(𝑏𝑛) → 𝑔(𝑏)，则称函数 𝑔 ∶ ℝ → ℝ 在 𝑏 点处连续。

定义 7.2 [连续性 (Continuity)]：

• 另一个等价定义：对任意给定的常数 𝜖 > 0，存在 𝛿 = 𝛿(𝜖) 使
得对任意 |𝑏𝑛 − 𝑏| < 𝛿，有 |𝑔(𝑏𝑛) − 𝑔(𝑏)| < 𝜖。

• 连续函数序列的极限等于函数在极限处的值：当 𝑔(·) 在 𝑏 处

连续时，可记作lim𝑛→∞𝑔(𝑏𝑛) = 𝑔( lim𝑛→∞ 𝑏𝑛) = 𝑔(𝑏)

第一节极限与数量级
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• 假设 𝑛 → ∞ 时，𝑎𝑛 → 𝑎 且 𝑏𝑛 → 𝑏。
• 则当 𝑛 → ∞ 时，

(1) 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 → 𝑎 + 𝑏；
(2) 𝑎𝑛𝑏𝑛 → 𝑎𝑏；
(3) 若 𝑏 ≠ 0，𝑎𝑛/𝑏𝑛 → 𝑎/𝑏。

例 7.4：

第一节极限与数量级
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• 定义函数

𝐹(𝑥) = 0, 𝑥 < 012 , 0 ≤ 𝑥 < 11, 𝑥 ≥ 1
• 这里，𝐹(𝑥) 在 0 和 1 点处均不连续。

✓ 𝐹(𝑥) 在 0 处不连续：因为至少存在一个序列 {𝑏𝑛}，如𝑏𝑛 = − 1𝑛，有 𝑏𝑛 → 𝑏 = 0。但对所有 𝑛 ≥ 1，𝐹(𝑏𝑛) =𝐹(− 1𝑛) = 0 而 lim𝑛→∞𝐹(− 1𝑛) = 0 ≠ 𝐹(0) = 1/2。
✓ 试找到一个序列 {𝑏𝑛} 验证 𝐹(𝑥) 在 1 处不连续？

例 7.5：

第一节极限与数量级
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(1) 若对某个足够大的实数 𝑀 < ∞，存在一个有限整数 𝑁(𝑀) 使
得

对所有 𝑛 ≥ 𝑁(𝑀)，有 𝑛−𝜆𝑏𝑛 < 𝑀，

则序列 {𝑏𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 的最高数量级为 𝑛𝜆，记作 𝑏𝑛 =𝑂(𝑛𝜆) 或 𝑛−𝜆𝑏𝑛 = 𝑂(1)；
(2) 若对每个实数 𝜖 > 0，都存在一个有限整数 𝑁(𝜖) 使得

对所有 𝑛 ≥ 𝑁(𝜖)，有 𝑛−𝜆𝑏𝑛 < 𝜖，
则序列 {𝑏𝑛} 的数量级小于 𝑛𝜆，记作 𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝜆) 或 𝑛−𝜆𝑏𝑛 =𝑜(1)。

定义 7.3 [数量级 (Order of Magnitude)]：

第一节极限与数量级
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• 𝑏𝑛 = 4 + 2𝑛 + 6𝑛2，则 𝑏𝑛 = 𝑂(𝑛2)，因为对所有充分大的 𝑛，
有 𝑏𝑛𝑛2 = 4𝑛2 + 2𝑛𝑛2 + 6𝑛2𝑛2 → 6 < 2𝑀 = 2 × 6 (当 𝑀 = 6时)

• 直观上，𝑏𝑛 的数量级由最快趋向无穷的那一项主导，即 𝑛2
决定。

例 7.6：

若 𝑏𝑛 = 𝑂(𝑛𝜆)，则 𝑏𝑛𝑛𝜆 有界

• 有可能 lim𝑛→∞ 𝑏𝑛𝑛𝜆 不存在但 𝑏𝑛𝑛𝜆 有界，此时仍有 𝑏𝑛 = 𝑂(𝑛𝜆)。

第一节极限与数量级
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• 令 𝑏𝑛 = −1 𝑛，则 𝑏𝑛 = 𝑂(1)，因为对所有 𝑛 ≥ 1,|𝑏𝑛| = 1 < 𝑀 ≡ 1.01
例 7.7：

若 𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝜆)，则 lim𝑛→∞ 𝑏𝑛𝑛𝜆 = 0
• 在 𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝜆) 的定义中，常数 𝜖 可取很小的值。𝜖越小，𝑁(𝜖) 越大。直观上，𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝜆) 表示 𝑏𝑛 的增速严格小于 𝑛𝜆，
即 lim𝑛→∞ 𝑏𝑛𝑛𝜆 = 0

• 但 𝑏𝑛 = 𝑂(𝑛𝜆) 时， lim𝑛→∞ 𝑏𝑛𝑛𝜆 可能不存在。

第一节极限与数量级
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• 令 𝑏𝑛 = 4 + 2𝑛 + 6𝑛2，则对所有 𝛿 > 0，𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛2+𝛿)。
例 7.8：

若 𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝜆)，则 𝑏𝑛 = 𝑂(𝑛𝜆)
• 直观上，若 𝑏𝑛 以低于 𝑛𝜆 的速度增加，当然其最大速率不超

过 𝑛𝜆。

第一节极限与数量级
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• 令 𝑎𝑛 和 𝑏𝑛 为标量。

(1) 若 𝑎𝑛 = 𝑂(𝑛𝜆) 和 𝑏𝑛 = 𝑂(𝑛𝜇)，
则 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝑂(𝑛𝜆+𝜇)， 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 𝑂(𝑛𝑘)，其中 𝑘 = max(𝜆, 𝜇)；

(2) 若 𝑎𝑛 = 𝑜(𝑛𝜆) 和 𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝜇)，
则 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝜆+𝜇)，𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝑘)，其中 𝑘 = max(𝜆, 𝜇)；

(3) 若 𝑎𝑛 = 𝑂(𝑛𝜆) 和 𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝜇)，
则 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝜆+𝜇)，𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 𝑂(𝑛𝑘)，其中 𝑘 = max(𝜆, 𝜇)。

引理 7.1

第一节极限与数量级
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证明：
(1)

• 因为 𝑎𝑛 的速率不超过 𝑛𝜆，𝑏𝑛 的速率不超过 𝑛𝜇，二者乘积𝑎𝑛𝑏𝑛 的速率将不超过 𝑛𝜆+𝜇。这是因为对所有充分大的 𝑛，即

对所有 𝑛 ≥ 𝑁(𝑀)，有𝑎𝑛𝑏𝑛𝑛𝜆+𝜇 = 𝑎𝑛𝑛𝜆 𝑏𝑛𝑛𝜇 ≤ 𝑀 ×𝑀 = 𝑀2
• 另一方面， 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 将由更快趋向无穷的那一项主导：对所有

充分大的 𝑛，有𝑎𝑛 + 𝑏𝑛𝑛𝑘 = 𝑎𝑛𝑛𝑘 + 𝑏𝑛𝑛𝑘 ≤ 𝜖 +𝑀 ≤ 2𝑀
因此， 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 𝑂 𝑛𝑘 。

第一节极限与数量级
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证明 (Cont.)：
• (2) 与结果 (1) 的证明类似。

• (3) 乘积 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝜆+𝜇)，因为给定 𝑎𝑛 = 𝑂(𝑛𝜆) 和 𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛𝜇)，
当 𝑛 → ∞ 时，有𝑎𝑛𝑏𝑛𝑛𝜆+𝜇 = 𝑎𝑛𝑛𝜆 𝑏𝑛𝑛𝜇 ≤ 𝑀 𝑏𝑛𝑛𝜇 → 0

证毕。

第一节极限与数量级
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设 𝑎𝑛 = 𝑂(1)，𝑏𝑛 = 𝑜(1)，则 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 𝑜(1) 和 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 𝑂(1)。
例 7.9：

第一节极限与数量级
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◆ 问题

为什么统计学和计量经济学需要收敛（convergence）概念

呢？

第二节收敛概念的必要性
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回顾

• 样本容量为 𝑛 的随机样本 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 是由 𝑛个随机变

量 𝑋1,···, 𝑋𝑛 组成的一个序列，它可视为一个 𝑛 维实值随机向

量，其中维数 𝑛 可趋于无穷大。

• 𝑿𝑛 的实现值 (realization) 是一个 𝑛 维向量 𝒙𝑛 = (𝑥1,···, 𝑥𝑛)，
通常称为从随机样本 𝑿𝑛 生成的一个样本点 (sample point)

或数据集 (data set)。

第二节收敛概念的必要性
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回顾 (Cont.)

• 当 𝑿𝑛 是来自总体 PMF/PDF 𝑓𝑋(·) 的 IID 随机样本时， 𝑿𝑛 的
联合 PMF/PDF为 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛 = ෑ𝑖=1𝑛 𝑓𝑋 𝑥𝑖

• 该联合概率分布称为随机样本 𝑿𝑛 的抽样分布，它完全描述

了随机样本 𝑿𝑛 的概率分布。

第二节收敛概念的必要性
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回顾 (Cont.)

• 参数建模方法：假定 𝑓𝑋(𝑥) 为参数模型，即存在某有限维数

的参数值 𝜃 使 𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝜃)，其中函数形式 𝑓(·,·) 已知但

参数值 𝜃 未知。

✓ 例如，若假设 𝑓𝑋(𝑥)服从正态分布 𝑁(𝜇, 𝜎2)，则有𝑓𝑋 𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝜃)= 12𝜋𝜎2 𝑒− 12𝜎2(𝑥−𝜇)2 , −∞ < 𝑥 < ∞
其中 𝜃 = (𝜇, 𝜎2)。

第二节收敛概念的必要性
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回顾 (Cont.)

• 统计分析的一个重要目的是：用给定随机样本 𝑿𝑛 所生成的

数据集 𝒙𝑛 估计未知参数 𝜃。
✓ 参数 𝜃 的估计量是 𝑿𝑛 的函数，因此它是一个统计量。

• 需要强调，统计量 𝑍𝑛 = 𝑇(𝑿𝑛) 仅为 𝑿𝑛 的函数，而不包含任

何未知参数，它本身是随机变量或随机向量。

第二节收敛概念的必要性
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回顾 (Cont.)

• 为说明各种收敛概念的重要性，现在考察两个简单的统计

量——样本均值和样本方差。

• 令总体 𝑿𝑛 为一个来自均值为 𝜇，方差为 𝜎2 的总体分布的

IID 随机样本，其样本容量是 𝑛。
✓ 样本均值估计量ത𝑋𝑛 = 𝑇 𝑿𝑛 = 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖
✓ 样本方差估计量𝑆𝑛2 = 1𝑛 − 1෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − ത𝑋𝑛 2

第二节收敛概念的必要性
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◆ 问题 7.1

如何测量 ത𝑋𝑛 对 𝜇 的接近程度和 𝑆𝑛2 对 𝜎2 的接近程度呢？

• [估计量的随机性]：由于 ത𝑋𝑛 和 𝑆𝑛2 为随机变量，因此第七章

第一节有关非随机序列的收敛概念不能应用。

• ത𝑋𝑛 和 𝑆𝑛2 均是从 𝑆 到实数集的映射，其中 𝑆 是随机试验的样

本空间：

✓ ത𝑋𝑛 : 𝑆 → ℝ，
✓ 𝑆𝑛2 : 𝑆 → ℝ+。

第二节收敛概念的必要性

CONTINUE
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• 假设进行了一项随机试验，出现某个基本结果 𝑠 ∈ 𝑆，并观测

到一个数据集 𝒙𝑛 = (𝑥1,···, 𝑥𝑛)，其中 𝑥𝑖 = 𝑋𝑖(𝑠)，数据集 𝒙𝑛
为随机样本 𝑿𝑛 的一个实现。从数据集 𝒙𝑛 可计算 𝜇 的一个估

计值 ҧ𝑥𝑛 = ത𝑋𝑛(𝑠)和 𝜎2 的一个估计值 𝑠𝑛2 = 𝑆𝑛2(𝑠)。
• 事实上，每个基本结果 𝑠 ∈ 𝑆 都将生成实数序列 {} ҧ𝑥𝑛 = ത𝑋𝑛 𝑠 ,𝑛 = 1,2,⋯ 和 {𝑠𝑛2 = 𝑆𝑛2(𝑠), 𝑛 = 1, 2,···}。这两个非随机序列

分别称为基本结果 𝑠 发生时的样本均值 ത𝑋𝑛 和样本方差 𝑆𝑛2 的
样本路径 (sample path)。

第二节收敛概念的必要性

CONTINUE
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• ത𝑋𝑛 和 𝑆𝑛2 均有许多此类样本路径，不同样本路径对应不同的

基本结果 𝑠 ∈ 𝑆，因此需要定义适当的收敛概念以测度 ത𝑋𝑛 和𝜇 之间以及 𝑆𝑛2 和 𝜎2 之间的距离。

• 存在多种收敛概念，这些不同收敛概念的共同特征就是它们

均定义绝大多数非随机序列 { ത𝑋𝑛(𝑠), 𝑛 = 1, 2,···} 和 {𝑆𝑛2(𝑠),𝑛 = 1, 2,···} 分别收敛于 𝜇 和 𝜎2。

第二节收敛概念的必要性

◆ 问题

绝大多数非随机序列 { ത𝑋𝑛(𝑠), 𝑛 = 1, 2,···} 和 {𝑆𝑛2(𝑠), 𝑛 = 1, 2,···}
指的是什么？
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• 令 {𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 为一个随机变量序列，𝑍 为随机变量。若

当 𝑛 → ∞时, 有 𝐸 𝑍𝑛 − 𝑍 2 → 0
或等价地 lim𝑛→∞𝐸 𝑍𝑛 − 𝑍 2 = 0
则称随机序列 {𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 依二次方均值 (或依均方(mean

square)) 收敛于 𝑍，也可记作𝑍𝑛 𝑞.𝑚.𝑍
或 𝑍𝑛 − 𝑍 = 𝑜𝑞.𝑚.(1)。

定义 7.4 [依二次方均值收敛 (Convergence in Quadratic Mean)]

第三节依二次方均值收敛与𝑳𝒑收敛
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定义 7.4 的含义

• 依二次方均值收敛表示当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛(𝑠) 和 𝑍(𝑠) 之间偏

离 (deviation) 平方的权重平均值趋于 0。
• 此处是对样本空间 𝑆 所有的基本结果 {𝑠} 按照其发生的概率

赋予权重并求平均值。𝐸 𝑍𝑛 − 𝑍 2 = න−∞∞ 𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠) 2𝑑𝐹(𝑠)
其中 𝐹(𝑠)为基本结果 𝑠 的 CDF。

• 当 𝑍𝑛 依二次方均值收敛于 𝑍 时，可能在某些样本路径上𝑍𝑛(𝑠) 并不收敛于 𝑍(𝑠) 甚至发散。然而，当 𝑛 不断增大时，

这些样本路径的二次方偏离加权后可忽略不计。

第三节依二次方均值收敛与𝑳𝒑收敛
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• 假设 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 为来自均值为 𝜇，方差为 𝜎2 总体分布

的 IID随机样本。定义 𝑍𝑛 = ത𝑋𝑛。证明 ത𝑋𝑛 𝑞.𝑚. 𝜇。
例 7.10：

第三节依二次方均值收敛与𝑳𝒑收敛

证明：

• 只需证明 lim𝑛→∞𝐸 ത𝑋𝑛 − 𝜇 2 = 0。
• 因为 𝐸 ത𝑋𝑛 = 𝜇 且 var( ത𝑋𝑛) = 𝜎2𝑛，当 𝑛 → ∞ 有𝐸 ത𝑋𝑛 − 𝜇 2 = var ത𝑋𝑛= 𝜎2𝑛→ 0
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• 假设 0 < 𝑝 < ∞，{𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 为满足 𝐸 𝑍𝑛 𝑝 < ∞ 的一个

随机变量序列，而 𝑍 为满足 𝐸 𝑍 𝑝 < ∞ 的一个随机变量。若lim𝑛→∞𝐸 𝑍𝑛 − 𝑍 𝑝 = 0
则随机变量序列 {𝑍𝑛} 依 𝐿𝑝 范数收敛于 𝑍。

定义 7.5 [𝑳𝒑-收敛 (𝑳𝒑-Convergence)]

第三节依二次方均值收敛与𝑳𝒑收敛
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◆ 问题

上述分析中 𝑍𝑛 和 𝑍 均为标量。若 𝑍𝑛 和 𝑍 为 𝑑 维随机向量，

其中正整数 𝑑 固定 ( 即当 𝑛 → ∞ 时，𝑑 不变)， 那么如何定

义 𝐿𝑝-收敛呢？

• 对 𝑖 = 1,···, 𝑑，若向量 𝑍𝑛 的每一个元素都有 𝑍𝑖𝑛 𝐿𝑝 𝑍𝑖，则随

机向量序列 {𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 依 𝐿𝑝 收敛于 𝑍。
• 换言之，按元素逐个收敛保证整个向量 𝑍𝑛 联合收敛，反之亦

然。

第三节依二次方均值收敛与𝑳𝒑收敛
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若对每个常数 𝜖 > 0，当 𝑛 → ∞ 时，有𝑃 𝑍𝑛 − 𝑍 > 𝜖 → 0
则称随机变量序列 {𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 依概率收敛于随机变量 𝑍。
定义 7.6 [依概率收敛 (𝐂𝐨𝐧𝐯𝐞𝐫𝐠𝐞𝐧𝐜𝐞 𝐢𝐧 𝐏𝐫𝐨𝐛𝐚𝐛𝐢𝐥𝐢𝐭𝐲)]

• 当 𝑍𝑛 依概率收敛于 𝑍 时，对所有 𝜖 > 0，有lim𝑛→∞𝑃(|𝑍𝑛 − 𝑍| > 𝜖) = 0
• 或记作𝑝 lim𝑛→∞𝑍𝑛 = 𝑍，𝑍𝑛 →𝑝 𝑍，𝑍𝑛 − 𝑍 = 𝑜𝑝(1)，𝑍𝑛 − 𝑍→𝑝 0

第四节依概率收敛
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依概率收敛的含义

• 依概率收敛因其较易检验，在统计学和计量经济学中应用广

泛。依概率收敛也称弱收敛 (weak convergence)。

• 定义样本空间 𝑆 的一个集合𝐴𝑛(𝜖) = {𝑠 ∈ 𝑆 ∶ |𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠)| ≤ 𝜖}
即 𝐴𝑛(𝜖) 是样本空间 𝑆 的一个子集，其中所有基本结果 𝑠 ∈𝑆，均满足 |𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠)| ≤ 𝜖。𝐴𝑛(𝜖) 的大小同时取决于 𝜖
与 𝑛。当 𝑛 → ∞， 𝑍𝑛 依概率收敛于 𝑍 时，发生“小偏离”

的概率为 𝑃[|𝑍𝑛 − 𝑍| ≤ 𝜖] = 𝑃[𝐴𝑛(𝜖)] → 1 对任意有限的 𝑛，𝑃[𝐴𝑛(𝜖)]可能不等于 1，但当 𝑛 → ∞时其将任意接近于 1。

第四节依概率收敛
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依概率收敛的含义 (Cont.)

• 换言之，补集 𝐴𝑛𝑐 (𝜖) 表示样本空间 𝑆 中出现“大偏离”事件，

这个集合对所有有限 𝑛 都可能存在。然而，当 𝑛 → ∞ 时，

其出现的概率将衰减至 0。因此，依概率收敛也称为依概率

趋近 𝟏收敛 (convergence with probability approaching 1)。

第四节依概率收敛
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• 假设 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 为来自均匀分布 𝑈[0, 𝜃] 的 IID 随机样

本，其中 𝜃 > 0 是未知参数。定义统计量 𝑍𝑛 = max1≤𝑖≤𝑛𝑋𝑖。
• 问 𝑍𝑛 是 𝜃 的一致估计量吗？

例 7.11：

第四节依概率收敛
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解：

• 因为 𝑍𝑛 − 𝜃 > 𝜖 = 𝑍𝑛 − 𝜃 > 𝜖 ∪ 𝑍𝑛 − 𝜃 < −𝜖
• 对任意给定 𝜖 > 0，当 𝑛 → ∞时，有𝑃 𝑍𝑛 − 𝜃 > 𝜖 = 𝑃 𝑍𝑛 > 𝜃 + 𝜖 + 𝑃 𝑍𝑛 < 𝜃 − 𝜖 = 𝑃 𝑍𝑛 < 𝜃 − 𝜖= 𝑃 max1≤𝑖≤𝑛 𝑋𝑖 < 𝜃 − 𝜖= 𝑃 𝑋1 < 𝜃 − 𝜖, 𝑋2 < 𝜃 − 𝜖,⋯ , 𝑋𝑛 < 𝜃 − 𝜖= ς𝑖=1𝑛 𝑃 𝑋𝑖 < 𝜃 − 𝜖 (根据独立性)= 𝜃−𝜖𝜃 𝑛 = 1 − 𝜖𝜃 𝑛 → 0
• 因此 𝑍𝑛 是 𝜃 的一致估计量。

• 注：统计量 𝑍𝑛 = max1≤𝑖≤𝑛𝑋𝑖 称为次序统计量 (order statistic)，其

包含了对随机样本 𝑿𝑛 中的 𝑛个随机变量的某种排序信息。

• 样本中位数 (sample median) 也是次序统计量。

第四节依概率收敛
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数量级为 𝑛𝛼 的依概率收敛，其中 𝛼可为正数或负数：

• (1) 若当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛/𝑛𝛼 →𝑝 0，则称随机变量序列{𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 为依概率数量级小于 𝑛𝛼，记作𝑍𝑛 = 𝑜𝑝(𝑛𝛼)
• (2) 若对任意给定 𝛿 > 0，存在常数 𝑀 = 𝑀(𝛿) < ∞ 和有限

整数 𝑁 = 𝑁(𝛿)，使得对所有 𝑛 > 𝑁，有𝑃(|𝑍𝑛/𝑛𝛼| > 𝑀) < 𝛿
则称随机变量序列 {𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 为依概率数量级不超过𝑛𝛼，记作 𝑍𝑛 = 𝑂𝑝(𝑛𝛼)

第四节依概率收敛
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数量级为 𝑛𝛼 的依概率收敛，其中 𝛼可为正数或负数 (Cont.)：

• 若 𝑍𝑛 = 𝑂𝑝(𝑛𝛼)，
✓ 其中 𝛼 > 0，则数量级 𝑛𝛼 是 𝑍𝑛 以趋近 1 的概率趋向无

穷大的最快发散速率。

✓ 当 𝛼 < 0 时，数量级 𝑛𝛼 是 𝑍𝑛 以趋近 1 的概率趋于 0 的
最慢收敛速率。

• 事实上，𝑍𝑛 = 𝑂𝑝(𝑛𝛼)的定义涉及以下依概率有界的概念。

第四节依概率收敛
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对任意常数 𝛿 > 0，存在常数 𝑀 = 𝑀(𝛿) 和有限整数 𝑁 = 𝑁(𝛿)，
使得对所有 𝑛 ≥ 𝑁，有 𝑃(|𝑍𝑛| > 𝑀) < 𝛿,

则称 𝑍𝑛 依概率有界，记作𝑍𝑛 = 𝑂𝑝(1)。

定义 7.7 [依概率有界 (𝐁𝐨𝐮𝐧𝐝𝐞𝐝𝐧𝐞𝐬𝐬 𝐢𝐧 𝐏𝐫𝐨𝐛𝐚𝐛𝐢𝐥𝐢𝐭𝐲)]
第四节依概率收敛
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若对所有 𝑛 ≥ 1，有 𝑍𝑛 ∼ 𝑁(0, 1)，则 𝑍𝑛 = 𝑂𝑝(1)。
例 7.12：

解：

• 对任意给定的 𝛿 > 0，存在有限常数 𝑀 = Φ−1(1 − 𝛿/2) < ∞，
其中 Φ−1(·) 为 𝑁(0, 1) 的 CDF Φ(·) 的反函数，满足对所有𝑛 ≥ 1有 𝑃 𝑍𝑛 > 𝑀 = 2[1 − Φ(𝑀)] = 𝛿 < 2𝛿

第四节依概率收敛
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假设 𝑋 为随机变量，𝑔(𝑋) 为非负函数。则对任意 𝜖 > 0 和任意𝑘 > 0，有 𝑃[𝑔(𝑋) ≥ 𝜖] ≤ 𝐸 𝑔(𝑋)𝑘𝜖𝑘
引理 7.2 [马尔可夫 (Markov) 不等式]：

第四节依概率收敛
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证明：

• 令 𝟏(·) 为指示函数，取值为 0 或 1。
• 则𝑃 𝑔 𝑋 > 𝜖 = න{𝑥:𝑔(𝑥)>𝜖} 𝑑𝐹𝑋(𝑥) = න−∞∞ 𝟏[𝑔(𝑥) > 𝜖]𝑑𝐹𝑋(𝑥)

≤ න−∞∞ 𝟏[𝑔(𝑥) > 𝜖]𝑔(𝑥)𝑘𝜖𝑘 𝑑𝐹𝑋(𝑥) ≤ න−∞∞ 𝑔(𝑥)𝑘𝜖𝑘 𝑑𝐹𝑋(𝑥)= 1𝜖𝑘 𝐸 𝑔(𝑋)𝑘
证毕。

第四节依概率收敛
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马尔可夫不等式的重要意义

• 马尔可夫不等式是证明依概率收敛的标准工具，其用矩约束

条件界定了尾部概率。尾部概率的厚度依赖于概率分布的矩。

分布的矩的值越大，分布的尾部概率越大。

• 当 𝑘 = 2 和 𝑔(𝑥) = |𝑥| 时，马尔可夫不等式称为切比雪夫

(Chebyshev) 不等式。由于二阶矩的计算较为简单，因此切

比雪夫不等式在统计学和计量经济学应用广泛。

第四节依概率收敛
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假设 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 为来自均值 𝐸(𝑋𝑖) = 𝜇 和方差 var(𝑋𝑖) =𝜎2 < ∞ 的总体分布的 IID 随机样本。定义样本均值 ത𝑋𝑛 =𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖，则对任意给定常数 𝜖 > 0，当 𝑛 → ∞ 时，有𝑃 ത𝑋𝑛 − 𝜇 ≤ 𝜖 → 1
或 ത𝑋𝑛 − 𝜇 →𝑝 0，
或 ത𝑋𝑛 − 𝜇 = 𝑜𝑝(1)

定理 7.1 [弱大数定律 (Weak Law of Large Numbers, WLLN)]

第四节依概率收敛
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证明：

• 首先，注意到 𝐸 ത𝑋𝑛 = 𝜇 和 var ത𝑋𝑛 = 𝜎2/𝑛。
• 由切比雪夫不等式 (𝑔 ത𝑋𝑛 = ത𝑋𝑛 − 𝜇 和 𝑘 = 2），有𝑃 ത𝑋𝑛 − 𝜇 > 𝘀 ≤ 𝐸 ത𝑋𝑛−𝜇 2𝘀2= var ത𝑋𝑛𝘀2= 𝜎2𝑛𝘀2
• 则当 𝑛 → ∞ 时，𝑃 ത𝑋𝑛 − 𝜇 ≤ 𝘀 = 1 − 𝑃 ത𝑋𝑛 − 𝜇 > 𝘀≥ 1 − 𝜎2𝑛𝘀2→ 1
• 因此， ത𝑋𝑛 →𝑝 𝜇或 ത𝑋𝑛 − 𝜇 = 𝑜𝑝(1)。证毕。

第四节依概率收敛
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WLLN 的有限方差假设

• 上述 WLLN 假设了有限方差。

• 这个假设在大多数应用中是合理的，但它比所需要的假设要

严格。事实上，只需要矩条件满足 𝐸|𝑋𝑖| < ∞ 即可 (参见

Resnik, 1999 或 Billingsley, 1995)。

• 为了说明为何 WLLN 需要一定的矩条件，可考虑来自柯西

分布的 IID 随机样本的例子，其各阶矩均不存在。

第四节依概率收敛
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• 假设 𝑿𝑛 为来自标准柯西分布 Cauchy(0,1) 的 IID 随机样本，

则对所有整数 𝑛 > 0，有ത𝑋𝑛 ∼ Cauchy(0,1)
• 因此，即使当 𝑛 → ∞ 时，样本均值 ത𝑋𝑛 也不收敛于任何常数。

例 7.13：

第四节依概率收敛
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WLLN 的 IID 假设

• 假设 𝑋𝑖 = 𝑍，𝑖 = 1, 2,··· 𝑛。即所有的 𝑋𝑖 服从一个共同的分

布 𝑍。
• 此时 corr 𝑋𝑖 , 𝑋𝑗 = 1。
• ത𝑋𝑛 = 1𝑛σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 = 1𝑛σ𝑖=1𝑛 𝑍 = 𝑍 ↛ 𝜇

第四节依概率收敛
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• 现用一个例子对 WLLN 进行经济解释。

• 金融市场中有一种常用的投资策略称为“购买并持有交易策

略 (buy-and-hold trading strategy)”，即投资者某日购买某个

资产并长期持有直至售出。

• 问该种交易策略所获得的日平均收益率是多少？

例 7.14 [弱大数定律和购买并持有交易策略]：

第四节依概率收敛
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• 假设 𝑋𝑖 是资产在第 𝑖 期的收益率，不同时期资产的收益率服

从 IID(𝜇, 𝜎2)。同时假设投资者从第 1 期到第 𝑛 期，总计持

有资产共 𝑛 期。则每一期的平均收益率为样本均值ത𝑋𝑛 = 1𝑛෍𝑖=1𝑛 𝑋𝑖
• 当 𝑛 → ∞ 时，有 ത𝑋𝑛 →𝑝 𝜇 = 𝐸 𝑋𝑖
• 即当持有期数 𝑛 足够大时，购买并持有交易策略的平均收益

率近似等于总体均值 𝜇。换言之，总体均值 𝜇 可视为购买并

持有交易策略的长期平均收益率。

例 7.14 (Cont.)：

第四节依概率收敛
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• 许多中小企业曾很难申请到银行贷款。

• 为此，不少商业银行推出了一种金融创新产品 —— 联合担

保贷款，要求多个中小企业自愿组成一个联保体，若借贷企

业破产，则其他企业须帮助偿还贷款。

• 然而，这种针对中小企业的联合担保贷款实际上并不能为银

行降低信用风险，因为联合担保企业通常都处于同一区域或

同一行业，都面临同一区域或同一行业的共同的系统风险，

因此银行无法分散风险。

• 由于同一地区或同一行业的企业之间存在强关联，大数定律

失效。

例 7.15 [弱大数定律和联合担保贷款]：

第四节依概率收敛
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第四节依概率收敛

◆ 问题𝐿𝑝-收敛和依概率收敛之间的关系是怎样的？
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假设当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛 →𝐿𝑝 𝑍。则当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛 →𝑝 𝑍。引理 7.4 

证明：

• 由马尔可夫不等式，若 lim𝑛→∞𝐸 𝑍𝑛 − 𝑍 𝑝 = 0，则对所有 𝜖 > 0
有 𝑃 𝑍𝑛 − 𝑍 > 𝜖 ≤ 𝐸 𝑍𝑛 − 𝑍 𝑝𝜖𝑝 → 0

证毕。

• 注：当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛 →𝑝 𝑍 ⇏ 当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛 →𝐿𝑝 𝑍

第四节依概率收敛
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假设 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 为 IID 𝑁(𝜇, 𝜎2) 随机样本。证明 𝑆𝑛2→𝑝 𝜎2。
例 7.16：

解：第六章定理 6.6 已证，对正态分布随机样本 𝑿𝑛，以及所有𝑛 > 1，有 (𝑛−1)𝑆𝑛2𝜎2 ∼ 𝜒𝑛−12
• 则 𝐸(𝑆𝑛2) = 𝜎2 和 var(𝑆𝑛2) = 2𝜎4/(𝑛 − 1)。
• 因此，当 𝑛 → ∞时，有𝐸 𝑆𝑛2 − 𝜎2 2 = var 𝑆𝑛2= 2𝜎4𝑛−1→ 0
• 由引理 7.4 得，当 𝑛 → ∞时，有 𝑆𝑛2→𝑝 𝜎2。

第四节依概率收敛
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假设一个二元随机变量序列 {𝑍𝑛 , 𝑛 = 1, 2,···} 定义如下

(1) 𝑍𝑛 是否依二次方均值收敛于 0？
(2) 𝑍𝑛 是否依概率收敛于 0？

例 7.17：

解：
(1) 𝑍𝑛 不依二次方均值收敛于 0，因为𝐸 𝑍𝑛 − 0 2 = ෍𝑧𝑛 𝑧𝑛 − 0 2𝑓𝑍𝑛 𝑧𝑛= 𝑛−2 1 − 𝑛−1 + 𝑛2 𝑛−1> 𝑛 → ∞

第四节依概率收敛
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(2) 给定任意 𝜖 > 0，对所有 𝑛 > 𝑁(𝜖) = [𝜖−1] + 1 (故 𝑛−1 <𝜖)，有 𝑃 𝑍𝑛 − 0 ≤ 𝜖 = 𝑃 𝑍𝑛 = 𝑛−1= 1 − 𝑛−1→ 1, 当 𝑛 → ∞
• 因此，𝑍𝑛 →𝑝 0。

第四节依概率收敛
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• 假设 𝑔(·) 为连续函数，且当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛 依概率收敛于 𝑍，
则 𝑔(𝑍𝑛) 也依概率收敛于 𝑔(𝑍)。即若 𝑔(·) 连续，且当 𝑛 →∞ 时， 𝑍𝑛 →𝑝 𝑍，则 𝑔 𝑍𝑛 →𝑝 𝑔(𝑍)
或等价地 𝑝 lim 𝑔 𝑍𝑛 = 𝑔 𝑝 lim 𝑍𝑛

引理 7.5 [连续性 (Continuity)] 

第四节依概率收敛
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证明：

• 根据函数 𝑔(·) 的连续性定义，对任意 𝜖 > 0，存在常数 𝛿 =𝛿(𝜖)，使得对任何 |𝑍𝑛 − 𝑍| ≤ 𝛿，有 |𝑔(𝑍𝑛) − 𝑔(𝑍)| < 𝜖
• 现定义两个事件𝐴𝑛(𝛿) ≡ 𝑠 ∈ 𝑆: 𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠) ≤ 𝛿𝐵𝑛(𝜖) ≡ 𝑠 ∈ 𝑆: 𝑔 𝑍𝑛(𝑠) − 𝑔[𝑍(𝑠)] ≤ 𝜖
• 由 𝑔(·) 的连续性可推出 𝐴𝑛(𝛿) ⊆ 𝐵𝑛(𝜖)，即 𝐴𝑛(𝛿) 是 𝐵𝑛(𝜖)
的一个子集，

• 故有 𝑃[𝐴𝑛(𝛿)] ≤ 𝑃[𝐵𝑛(𝜖)]

第四节依概率收敛
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证明 (Cont.)：

• 当 𝑛 → ∞时 𝑃 𝐵𝑛(𝜖)𝑐 ≤ 𝑃 𝐴𝑛(𝛿)𝑐 → 0
其中 𝐵𝑛 𝜖 𝑐 和 𝐴𝑛 𝛿 𝑐 分别是 𝐵𝑛(𝜖)和 𝐴𝑛(𝛿)的补集。

• 因为 𝜖为任意值，𝛿 亦为任意值。故有

当 𝑛 → ∞，𝑔(𝑍𝑛)→𝑝 𝑔(𝑍)。
证毕。

第四节依概率收敛
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引理 7.5 [连续性] 的含义

• 上述引理是依概率收敛最重要的性质之一，它表示只要非线

性函数连续， 𝑝 lim 运算符就可穿透非线性函数。这类似于

微积分中连续函数的极限等于极限的函数值这一性质。当将

依概率收敛的随机序列应用于连续函数时，上述引理与微积

分中常见的极限性质类似。

• 另一方面， 𝐿𝑝 收敛中使用的期望算子 (expectation

operator) 𝐸(·) 并不具有该性质，即若 𝑍𝑛 →𝐿𝑝 𝑍，不一定有𝑔 𝑍𝑛 →𝐿𝑝 𝑔(𝑍)。

第四节依概率收敛
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令 𝑍𝑛 依概率收敛于常数 𝑐 ≠ 0，证明随机变量 𝑍𝑛/𝑐 依概率收敛

于 1。
例 7.18：

假设 𝑍𝑛 依概率收敛于一常数 𝑐，并对任意 𝑛 有 𝑃(𝑍𝑛 < 0) = 0。
证明随机变量 𝑍𝑛 依概率收敛于 𝑐。
例 7.19：

第四节依概率收敛

解：该结果由引理 7.5 以及当 𝑐 ≠ 0时函数 𝑔(𝑧) = 𝑧/𝑐 为连续函

数即可得。

解：该结果由引理 7.5 以及平方根函数 𝑔(𝑧) = 𝑧 的连续性即可

得。



第七章收敛和极限定理概率论与统计学 2024-12-30 68
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• 若对每个给定常数 𝜖 > 0，有𝑃 lim𝑛→∞ 𝑍𝑛 − 𝑍 > 𝜖 = 0
• 或等价地 𝑃 𝑠 ∈ 𝑆: lim𝑛→∞ 𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠) ≤ 𝜖 = 1
• 其中 𝑆 为样本空间，则称随机变量序列 {𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 几乎

处处收敛于随机变量 𝑍，记作𝑍𝑛 →a.s. 𝑍，𝑍𝑛 − 𝑍 = 𝑜𝑎.𝑠.(1)，或 𝑍𝑛 − 𝑍 →a.s. 0。

定义 7.8 [几乎处处收敛 (Almost Sure Convergence)]：

第五节几乎处处收敛
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几乎处处收敛的含义

• 定义集合𝐴 𝜖 = 𝑠 ∈ 𝑆: lim𝑛→∞ 𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠) ≤ 𝜖= 𝑠 ∈ 𝑆: 𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠) ≤ 𝜖, 对所有 𝑛 > 𝑁(𝜖, 𝑠)
• 𝐴(𝜖) 是样本空间 𝑆 的一个子集，其中所有基本事件 𝑠 均满足lim𝑛→∞ 𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠) ≤ 𝜖。直觉上，𝐴(𝜖) 为 𝑆 的一个收敛子集。

这是因为对每个基本结果 𝑠 ∈ 𝐴(𝜖)，当 𝑛 → ∞ 时样本路径{𝑍𝑛(𝑠), 𝑛 = 1, 2,···} 均收敛于 𝑍(𝑠)，尽管收敛速度可能随 𝑠 不

同而有所差异。若几乎处处收敛成立，则有𝑃 lim𝑛→∞ 𝑍𝑛 − 𝑍 ≤ 𝜖 = 𝑃[𝐴(𝜖)] = 1
• 换言之，几乎处处收敛要求收敛集 𝐴(𝜖) 发生的概率为 1。

第五节几乎处处收敛
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几乎处处收敛的含义 (Cont.)

• 概率为 1 意味着：对任意给定 𝜖 > 0，当 𝑛 足够大时，随机变

量 𝑍𝑛 落在 𝑍 的 𝜖 邻域内的概率为 1。
• 可能存在非空补集 𝐴 𝜖 𝑐，𝐴 𝜖 𝑐 = 𝑠 ∈ 𝑆: lim𝑛→∞ 𝑍𝑛 𝑠 − 𝑍 𝑠 > 𝜖
对其中每个基本结果 𝑠，当 𝑛 → ∞ 时样本路径 𝑍𝑛(𝑠) 不收敛于𝑍(𝑠)，但 𝑃[𝐴 𝜖 𝑐] = 0 。

第五节几乎处处收敛
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假设 𝑆 = [0, 1] 为样本空间，其基本结果服从标准均匀分布。定

义两个随机变量 𝑍𝑛(𝑠) = 𝑠 + 𝑠𝑛 和 𝑍(𝑠) = 𝑠
证明 𝑍𝑛 − 𝑍 →a.s. 0。

例 7.20：

第五节几乎处处收敛

CONTINUE
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证明：

• 对每个 𝑠 ∈ [0, 1)，当 𝑛 → ∞ 时，𝑠𝑛 → 0。
• 则对所有 𝑠 ∈ 𝐴(𝜖) = [0, 1)，当 𝑛 → ∞ 时，有𝑍𝑛(𝑠) = 𝑠 + 𝑠𝑛 → 𝑠 = 𝑍(𝑠)
• 即对任意 𝜖 > 0 和区间 [0, 1) 中的任意 𝑠，存在 𝑁(𝜖, 𝑠) =[ln 𝜖/ln 𝑠] + 1 使得对所有 𝑛 > 𝑁(𝜖, 𝑠)，有𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠) = 𝑠𝑛 < 𝜖
• 注意 𝑁(𝜖, 𝑠) 依赖于基本结果 𝑠，这表明 𝑍𝑛(𝑠) 的收敛速度依

赖于 𝑠。

第五节几乎处处收敛
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证明 (Cont.)：

• 另一方面，当 𝑠 = 1，有𝑍𝑛(𝑠) = 𝑠 + 𝑠𝑛 = 1 + 1𝑛 = 2𝑍(𝑠) = 𝑠 = 1𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠) = 1 > 𝜖 如 𝜖 = 12
• 存在 Λ = {1} 满足对所有 𝑛 有 𝑍𝑛(1) = 2，使得当 𝑛 → ∞ 时𝑍𝑛(1) − 𝑍(1) = 1并不趋于零。

• 但 𝑃(Λ) = 0且 𝑃[𝐴(𝜖)] = 1，因为 𝑠 服从连续分布。

• 故 𝑍𝑛 − 𝑍 = 𝑜𝑎.𝑠.(1)。

第五节几乎处处收敛
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几乎处处收敛的数量级 𝑛𝛼，其中常数 𝛼可正可负：
• (1) 若当 𝑛 → ∞ 时，有 𝑍𝑛/𝑛𝛼 𝑎.𝑠. 0，则随机变量序列{𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···}的数量级小于 𝑛𝛼 的概率为 1，记作𝑍𝑛 = 𝑜𝑎.𝑠.(𝑛𝛼)
• (2) 若存在一个常数 𝑀 < ∞，满足 𝑃(|𝑍𝑛/𝑛𝛼| > 𝑀当 𝑛 → ∞
时) = 0，则随机变量序列 {𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 数量级不超过 𝑛𝛼
的概率为 1，记作 𝑍𝑛 = 𝑂𝑎.𝑠.(𝑛𝛼)

第五节几乎处处收敛
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• 首先比较二者表示形式的不同，几乎处处收敛为𝑃 lim𝑛→∞ 𝑍𝑛 − 𝑍 > 𝜖 = 0
• 依概率收敛为 lim𝑛→∞𝑃 𝑍𝑛 − 𝑍 > 𝜖 = 0

第五节几乎处处收敛

◆ 问题

依概率收敛与几乎处处收敛之间的关系是怎样的？
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• 对几乎处处收敛来说，在收敛集 𝐴(𝜖) = {𝑠 ∈ 𝑆 ∶ lim𝑛→∞|𝑍𝑛(𝑠) −𝑍(𝑠)| < 𝜖} 中，当 𝑛 → ∞ 时，每个序列 𝑍𝑛(𝑠) 均收敛于 𝑍(𝑠)，
且 𝐴(𝜖)发生的概率为 1。

• 而对依概率收敛来说，对应 |𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠)| “大偏离” (即大于 𝜖)

的集合 𝐴𝑛𝑐 (𝜖) = {𝑠 ∶ 𝑍𝑛 𝑠 − 𝑍 𝑠 > 𝜖} 的概率可不为 0，但

当 𝑛 → ∞时，其概率收敛于 0。

第五节几乎处处收敛
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若当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛 𝑎.𝑠.𝑍，则 𝑍𝑛 →𝑝 𝑍。引理 7.6

第五节几乎处处收敛
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• 令样本空间 𝑆 为闭区间 [0, 1]，其基本结果 𝑠 的产生服从标

准均匀分布。对所有 𝑠 ∈ [0, 1]，定义随机变量 𝑍(𝑠) = 𝑠。同

时，对 𝑛 = 1, 2,···，定义随机变量序列

𝑍𝑛(𝑠) = 𝑠 + 𝑠𝑛, 0 ≤ 𝑠 ≤ 1 − 1𝑛𝑠 + 1, 1 − 1𝑛 < 𝑠 ≤ 1
(1) 𝑍𝑛 几乎处处收敛于 𝑍 吗？请证明;

(2) 𝑍𝑛 依概率收敛于 𝑍 吗？请证明;

(3) 𝑍𝑛 依 𝐿𝑝 范数收敛于 𝑍 吗？请证明。

例 7.21：

第五节几乎处处收敛
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解：

(1) 考虑集合𝐴𝑐(𝜖) = {𝑠 ∈ 𝑆 ∶ lim𝑛→∞|𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠)| > 𝜖}
• 对任意给定 𝑠 ∈ [0, 1)，当 𝑛 充分大即 𝑛 > 𝑁(𝑠) = [1/(1 −𝑠)] + 1 时，𝑠 将落入区域 [0, 1 − 𝑛−1]。
• 故对任意 𝑠 ∈ [0, 1)，有 lim𝑛→∞|𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠)| = lim𝑛→∞𝑠𝑛 = 0。
因此补集 𝐴𝑐(𝜖) 最多只包含一个基本结果，即 𝑠 = 1。

• 由于基本结果 𝑠 的产生服从连续分布，故 𝑃[𝐴𝑐(𝜖)] = 0。因

此 𝑍𝑛 几乎处处收敛于 𝑍。

第五节几乎处处收敛
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解 (Cont.)：

(2)

• 因为几乎处处收敛可推出依概率收敛，由引理 7.6 可得𝑍𝑛 →𝑝 𝑍。或可考察如下集合𝐴𝑛𝑐 (𝜖) = {𝑠 ∈ 𝑆 ∶ |𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠)| > 𝜖}
• 不失一般性，假设 0 < 𝜖 < 1。则对每个 𝑛，区间 [1 − 𝑛−1, 1]
包含在 𝐴𝑛𝑐 (𝜖)之中。另外，

• 若 |𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠)| = 𝑠𝑛 > 𝜖，则 𝑠 > 𝜖1𝑛。故有𝐴𝑛𝑐 (𝜖) = [min(1 − 𝑛−1, 𝜖1𝑛), 1]
• 当 𝑛 → ∞时𝑃[𝐴𝑛𝑐 (𝜖)] = 1 −min(1 − 𝑛−1, 𝜖1𝑛) → 0

第五节几乎处处收敛
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解 (Cont.)：

(3)

• 对任意固定 𝑝 > 0，当 𝑛 → ∞时𝐸 𝑍𝑛 − 𝑍 𝑝 = න01 𝑍𝑛(𝑠) − 𝑍(𝑠) 𝑝𝑑𝑠
= න01−𝑛−1 𝑠𝑝𝑛𝑑𝑠 + න1−𝑛−1

1 𝑑𝑠
= 1𝑝𝑛 + 1 1 − 1𝑛 𝑝𝑛+1 + 1𝑛→ 0

• 因此，当 𝑛 → ∞时， 𝑍𝑛 𝐿𝑝 𝑍。

第五节几乎处处收敛
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假设 (𝑆, 𝔹, 𝑃) 为一概率空间，其中样本空间 𝑆 = [0, 1]，𝔹 是 𝜎
域，而 𝑃 是对 𝑆 的连续均匀概率测度。定义如下随机变量的序

列： 𝑍1(𝑠) = 1,0 ≤ 𝑠 ≤ 1
𝑍2(𝑠) = 1, 0 ≤ 𝑠 ≤ 120, 12 < 𝑠 ≤ 1

例 7.22：

第五节几乎处处收敛
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𝑍3(𝑠) = ቐ0, 0 ≤ 𝑠 ≤ 121, 12 < 𝑠 ≤ 1
𝑍4(𝑠) = ቐ1, 0 ≤ 𝑠 ≤ 130, 13 < 𝑠 ≤ 1
𝑍5(𝑠) = 0, 0 ≤ 𝑠 ≤ 131, 13 < 𝑠 ≤ 230, 23 < 𝑠 ≤ 1

例 7.22 (Cont.)：

第五节几乎处处收敛
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𝑍6(𝑠) = 0, 0 ≤ 𝑠 ≤ 231, 23 < 𝑠 ≤ 1…
• 证明 {𝑍𝑛 , 𝑛 = 1, 2,···} 依概率收敛于 0，但不几乎处处收敛于0。
• 实际上，对任意给定 𝜖 > 0，收敛集 𝐴(𝜖) 是一个空集，即当𝑛 → ∞ 时，对任何 𝑠 ∈ [0, 1]，样本路径 𝑍𝑛(𝑠) 不收敛于𝑍(𝑠)。

例 7.22 (Cont.)：

第五节几乎处处收敛
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◆ 问题 7.2

几乎处处收敛和 𝐿𝑝-收敛之间是什么关系？

• 几乎处处收敛 ⇏ 𝐿𝑝 -收敛，

• 𝐿𝑝-收敛 ⇏ 几乎处处收敛。

第五节几乎处处收敛
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• 令样本空间 𝑆 为闭区间 [0, 1]，其基本结果 𝑠 的发生服从标

准均匀分布。对 𝑛 = 1, 2,···，定义一个随机变量序列𝑍𝑛(𝑠) = ൝ 0, 𝑠 ∈ 0, 1 − 𝑛−2𝑒𝑛, 𝑠 ∈ 1 − 𝑛−2, 1
• 回答如下问题并证明：当 𝑛 → ∞ 时，

(1) 𝑍𝑛 →𝑞⋅𝑚 0 ? (2) 𝑍𝑛 →𝑝 0 ? (3) 𝑍𝑛 →a.s. 0 ?

例 7.24：

第五节几乎处处收敛

解：
• (1) 否； (2) 是； (3) 是。
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假设 𝑔(·) 为连续函数，且当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛 几乎处处收敛于 𝑍。
则当 𝑛 → ∞ 时，𝑔(𝑍𝑛) 几乎处处收敛于 𝑔(𝑍)。
引理 7.7 [连续性 (Continuity)]

第五节几乎处处收敛
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• 设 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 是从 𝐸(𝑋𝑖) = 𝜇 且 𝐸|𝑋𝑖| < ∞ 的总体分布

产生的 IID随机样本。定义样本均值 ത𝑋𝑛 = 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖。
• 则当 𝑛 → ∞ 时， ത𝑋𝑛 →a.s. 𝜇

定理 7.2 [柯尔莫哥洛夫强大数定律 (Kolmogorov SLLN)]：

第五节几乎处处收敛

证明：参见 Gallant, A. R. (1997), An

Introduction to Econometric Theory.

Princeton: Princeton University Press. pp.132-

135.
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• 假设：

(1) 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛)为 IID 随机样本；

(2) 函数 𝑔(𝑥, 𝜃) 在 Ω × Θ 上连续，其中 Ω 是 𝑋𝑖 的支撑，Θ
是 ℝ𝑑 上的紧集 (compact set)，𝑑为有限固定整数；

(3) 𝐸[sup𝜃∈Θ|𝑔(𝑋𝑖 , 𝜃)|] < ∞，其中期望 𝐸(·) 在 𝑋𝑖 的总体分布上

取期望值。

• 则当 𝑛 → ∞时sup𝜃∈Θ 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑔 𝑋𝑖 , 𝜃 − 𝐸 𝑔 𝑋𝑖 , 𝜃 →a.s. 0
• 此外，𝐸[𝑔(𝑋𝑖 , 𝜃)]是参数空间 Θ上关于 𝜃 的连续函数。

定理 7.3 [一致强大数定律 (USLLN)]

第五节几乎处处收敛
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收敛概念总结

• 𝑍𝑛 − 𝑍 →𝑎.𝑠. 0: P lim𝑛→∞ 𝑍𝑛 − 𝑍 = 0 = 1.

• 𝑍𝑛 𝐿𝑝 𝑍： lim𝑛→∞𝐸 𝑍𝑛 − 𝑍 𝑝 = 0.
✓ 𝑍𝑛 − 𝑍 →𝑞.𝑚. 0：𝐸 𝑍𝑛 − 𝑍 2 → 0 as 𝑛 → ∞.

• 𝑍𝑛 − 𝑍 →𝑝 0或 𝑍𝑛 − 𝑍 = 𝑜𝑃 1 ：对每个常数 𝜖 > 0，P 𝑍𝑛 − 𝑍 > 𝜖 → 0 as 𝑛 → ∞或P 𝑍𝑛 − 𝑍 ≤ 𝜖 → 1 as 𝑛 → ∞.
• 𝑍𝑛 →𝑑 𝑍 : 对 任 意 连 续 点 𝑧 lim𝑛→∞𝐹𝑛 𝑧 = 𝐹 𝑧 or 𝐹𝑛 𝑧 →𝐹 𝑧 as 𝑛 → ∞.

第五节几乎处处收敛
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第一节极限和数量级

第二节收敛概念的必要性

第三节依二次方均值收敛和 𝑳𝒑 收敛
第四节依概率收敛

第五节几乎处处收敛

第六节依分布收敛

第七节中心极限定理

第八节小结
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• 令 {𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 为随机变量序列，其对应的 CDF 序列为{𝐹𝑛(𝑧), 𝑛 = 1, 2,···}，
• 令随机变量 𝑍 的 CDF 为 𝐹(𝑧)。
• 若在 𝐹(𝑧) 的每个连续点 𝑧 ∈ (−∞,∞) 处有 CDF 𝐹𝑛(𝑧) 收敛于𝐹(𝑧)，即在每个 𝐹(𝑧)连续的 𝑧点处都有lim𝑛→∞𝐹𝑍𝑛(𝑧) = 𝐹(𝑧)
• 则称当 𝑛 → ∞ 时 𝑍𝑛 依分布收敛于 𝑍，其中 𝐹(𝑧) 为随机变量

序列 {𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 的极限 (或渐近 ) 分布 (limiting or

asymptotic distribution)。

定义 7.9[依分布收敛 (Convergence in Distribution)]：

第六节依分布收敛
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依分布收敛是关于累积分布函数 CDF的收敛概念

• 尽管称随机变量序列 {𝑍𝑛, 𝑛 = 1, 2,···} 依分布收敛于随机变量𝑍，其实是指累积分布函数 CDF 序列 {𝐹𝑛(𝑧), 𝑛 = 1, 2,···} 收

敛于 CDF 𝐹(·)。
• 依分布收敛：

✓ 𝐹𝑛(𝑧)与 𝐹(·)的接近程度

• 依 𝐿𝑝 收敛、依概率收敛以及几乎处处收敛：

✓ 𝑍𝑛 与 𝑍 的接近程度

第六节依分布收敛
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极限分布 𝐹(·)可能无法由 𝐹𝑛(·)求极限获得
• 例如，若 𝑍𝑛 ∼ 𝑁 0, 1𝑛 ，则其分布函数𝐹𝑛(𝑧) = න−∞𝑧 11/𝑛 2𝜋 𝑒−𝑛𝑢2/2𝑑𝑢

= න−∞𝑛𝑧 12𝜋 𝑒−𝑣2/2𝑑𝑣 = Φ( 𝑛𝑧)
其中 Φ(·)是 𝑁(0, 1)的 CDF。

• 显然，有

lim𝑛→∞𝐹𝑛(𝑧) = ൞0, 𝑧 < 012 , 𝑧 = 01, 𝑧 > 0

第六节依分布收敛
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极限分布 𝐹(·)可能无法由 𝐹𝑛(·)求极限获得 (Cont.)

• 现定义函数 𝐹(𝑧) = ቊ0, 𝑧 < 01, 𝑧 ≥ 0
则 𝐹(𝑧) 为 CDF 且在 𝐹(𝑧) 的每个连续点处有 lim𝑛→∞𝐹𝑛(𝑧) =𝐹(𝑧) (函数 𝐹(𝑧)只在 𝑧 = 0处不连续)。

• 因此，𝐹(·) 是 𝑍𝑛 的极限分布。但 𝐹(·) 无法通过对 𝐹𝑛(·) 求
极限得到，因为在 𝑧 = 0点处 lim𝑛→∞𝐹𝑛(𝑧) = 𝐹𝑛(0) ≠ 𝐹(0)。

第六节依分布收敛
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设 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 为 IID 𝑈[0, 𝜃] 随机样本，其中 𝜃 是未知参数。

定义 𝑍𝑛 = max1≤𝑖≤𝑛(𝑋𝑖)为 𝜃 的估计量。推导 𝑛(𝜃 − 𝑍𝑛) 的极限分布。

例 7.25：

第六节依分布收敛
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解：

• 任意给定 𝑢 ≥ 0，当 𝑛 → ∞ 时，有𝑃 𝑛 𝜃 − 𝑍𝑛 > 𝑢 = 𝑃 𝑍𝑛 < 𝜃 − 𝑢𝑛= 𝑃 𝑋1 < 𝜃 − 𝑢𝑛 , ⋯ , 𝑋𝑛 < 𝜃 − 𝑢𝑛= ς𝑖=1𝑛 𝑃 𝑋𝑖 < 𝜃 − 𝑢𝑛= 1 − 𝑢𝑛𝜃 𝑛
→ 𝑒−𝑢𝜃 [ 1 − 𝑎𝑛 𝑛 → 𝑒−𝑎]

• 则对任意 𝑢 ≥ 0，当 𝑛 → ∞ 时𝐹𝑛(𝑢) = 1 − 𝑃 𝑛 𝜃 − 𝑍𝑛 > 𝑢 → 1 − 𝑒−𝑢/𝜃
• 这说明 𝑛(𝜃 − 𝑍𝑛) 依分布收敛于参数为 𝜃 的指数分布

(exponential distribution) 𝐸𝑋𝑃(𝜃)。

第六节依分布收敛
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◆ 问题

依分布收敛和依概率收敛之间是什么关系？

• 依 𝐿𝑝 收敛、依概率收敛以及几乎处处收敛：

✓ 𝑍𝑛 与 𝑍 的接近程度

• 依分布收敛：

✓ 𝐹𝑛(𝑧)与 𝐹(·)的接近程度

✓ 两个随机变量可以不靠近，但他们的分布可以是一样的。

第五节几乎处处收敛
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令 𝑍𝑛 是 CDF 为 𝐹𝑛(·)的随机变量，𝑍 是 CDF 为 𝐹(·)的连续随机

变量。若当 𝑛 → ∞时 𝑍𝑛 →𝑑 𝑍，则 𝑍𝑛 = 𝑂𝑝(1)。
引理 7.8

证明：

• 对任意给定常数 𝜖 > 0，令 𝑀 = 𝑀(𝜖) 为满足 𝑃(|𝑍| > 𝑀) < 𝜖
的常数。

• 𝐹𝑛(𝑧)是 𝑍𝑛 的 CDF。

• 给定 𝑍𝑛 →𝑑 𝑍 且 𝑍 的 CDF 𝐹(𝑧) 处处连续，则对任意 𝑧 ∈(−∞,∞)和足够大的 𝑛，有 |𝐹𝑛(𝑧) − 𝐹(𝑧)| ≤ 𝜖。

第六节依分布收敛



第七章收敛和极限定理概率论与统计学 2024-12-30
101

证明 (Cont.)：

• 这说明对所有充分大的 𝑛，有𝑃 𝑍𝑛 > 𝑀 − 𝑃(𝑍 > 𝑀) ≤ 𝜖𝑃 𝑍𝑛 ≤ −𝑀 − 𝑃(𝑍 ≤ −𝑀) ≤ 𝜖
• 则𝑃 𝑍𝑛 > 𝑀 + 𝑃 𝑍𝑛 < −𝑀 ≤ 𝑃 𝑍𝑛 > 𝑀 + 𝑃 𝑍𝑛 ≤ −𝑀< 𝑃(𝑍 > 𝑀) + 𝑃(𝑍 ≤ −𝑀) + 2𝜖= 𝑃(𝑍 > 𝑀) + 𝑃(𝑍 < −𝑀) + 2𝜖
• 这里给定 𝑍 为连续随机变量，故有 𝑃(𝑍 = −𝑀) = 0。因此𝑃 𝑍𝑛 > 𝑀 < 𝑃(|𝑍| > 𝑀) + 2𝜖 < 3𝜖 ≡ 𝛿
• 因为 𝜖 是任意值，𝛿 也是任意值，故 𝑍𝑛 = 𝑂𝑝(1)。
证毕。
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• 在例 7.25 中，统计量 𝑍𝑛 = max1≤𝑖≤𝑛(𝑋𝑖)，其中 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛)
是来自均匀分布 𝑈[0, 𝜃] 的 IID 随机样本，例 7.25 已证明当𝑛 → ∞时，𝑛(𝜃 − 𝑍𝑛)→𝑑 𝐸𝑋𝑃(𝜃)。

• 因此，𝑛(𝜃 − 𝑍𝑛) = 𝑂𝑝(1)，或 𝑍𝑛 − 𝜃 = 𝑂𝑝(𝑛−1)。这表明𝑍𝑛 以速度 𝑛−1 依概率逼近收敛于 𝜃。
• 直觉上，随机变量的 𝑛 个观测值 𝑋𝑖 𝑖=1𝑛 或多或少地均匀分

布于整个支撑区间 [0, 𝜃]。
• 因此， 𝑋𝑖 𝑖=1𝑛 的最大值将以速度 𝑛−1 逼近均匀分布的上界 𝜃。

例 7.26：

第六节依分布收敛
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假设当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛 →𝑝 𝑍。则当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛 →𝑑 𝑍。引理 7.9

假设当 𝑛 → ∞ 时，𝑌𝑛 − 𝑍𝑛 →𝑝 0 且 𝑍𝑛 →𝑑 𝑍。则当 𝑛 → ∞， 𝑌𝑛 →𝑑 𝑍。引理 7.10 [渐近等价性 (Asymptotic Equivalence)]

第六节依分布收敛
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引理 7.10 的应用

• 若 𝑋𝑖~IID N 𝜇0, 𝜎2 ，可以得到𝑦𝑛 = 𝑇 𝑥𝑛 = 𝑛 ҧ𝑥𝑛 − 𝜇0𝑆𝑛 ∼ 𝑡𝑛−1
• 若正态分布的假设不再成立，上面结论不再成立。

• 为此，我们构建 𝑧𝑛 = 𝑛 ത𝑋𝑛−𝜇0𝜎 ，根据中心极限定理，可以推

得当 𝑛 → ∞时，𝑧𝑛 →𝑑 𝑁(0,1)。
• 同 时 ， 可 以 得 到 𝑦𝑛 − 𝑧𝑛 = 𝑛 ҧ𝑥𝑛−𝜇0𝜎 𝜎𝑠𝑛 − 1 =𝑂𝑝 1 𝑜𝑝(1)→𝑝 0。
• 利用引理 7.10 我们可以得到 𝑦𝑛 →𝑑 𝑁(0,1)。

第六节依分布收敛
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• 假设当 𝑛 → ∞ 时，𝑘 维随机向量序列 𝑍𝑛 →𝑑 𝑍 且 𝑔:ℝ𝑘 → ℝ𝑙
为 𝑙 维连续向量值函数，其中 𝑘, 𝑙 是有限且固定正整数。

• 则当 𝑛 → ∞ 时，有 𝑔 𝑍𝑛 →𝑑 𝑔(𝑍)。
定理 7.5 [连续映射定理 (Continuous Mapping Theorem)]
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• 令 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 为来自均值为 𝜇，方差为 𝜎2 (0 < 𝜎2 <∞) 的某个总体分布的 IID随机样本。

• 定义样本均值 ത𝑋𝑛 = 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖。
• 当 𝑛 → ∞ 时，则标准化样本均值𝑍𝑛 = ത𝑋𝑛 − 𝐸 ത𝑋𝑛var ത𝑋𝑛= ത𝑋𝑛 − 𝜇𝜎/ 𝑛= 𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇𝜎→𝑑 𝑁(0,1)

定理 7.6 [独立同分布随机样本的林德伯格-列维中心极限定
理 (Lindeberg-Levy’s Central Limit Theorem, CLT)]：

第七节中心极限定理
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• 标准正态随机变量 𝑍 ∼ 𝑁(0, 1)的 CDF 常记作

Φ(𝑧) = න−∞𝑧 12𝜋 𝑒−𝑥2/2𝑑𝑥
• CLT 表明，当 𝑛 → ∞ 时，𝑍𝑛 →𝑑 𝑍，即对所有 𝑧 ∈ (−∞,∞)，𝐹𝑛(𝑧) → Φ(𝑧)，其中 𝐹𝑛(𝑧)是 𝑍𝑛 的 CDF。

定理 7.6 (Cont.)

第七节中心极限定理
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证明：

• 定义标准化随机变量

𝑌𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝜇𝜎 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛
• 其特征函数为 𝜑𝑌(𝑡) = 𝐸 𝑒𝐢𝑡𝑌𝑖 ，其中 𝐢 = −1。
• 则 𝑌𝑖 均值为 0，方差为 1。有𝜑𝑌′ (0) = 0𝜑𝑌′′(0) = 𝐢2𝜎𝑌2 = −1
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证明 (Cont.)：

• 标准化样本均值为𝑍𝑛 = ത𝑋𝑛−𝜇𝜎/ 𝑛= 𝑛 ത𝑋𝑛−𝜇𝜎= 𝑛 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖−𝜇𝜎= 𝑛ത𝑌𝑛= 1𝑛σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖
• 由于 𝑋𝑖 的矩生成函数 MGF 不一定存在，因此将采用特征函

数法，证明当 𝑛 → ∞ 时，𝜑𝑛(𝑡) → 𝑒−𝑡22 ，其中 𝜑𝑛(𝑡) =𝐸(𝑒𝐢𝑡𝑍𝑛)是 𝑍𝑛 的特征函数，而 𝑒−𝑡22 是 𝑁(0, 1)的特征函数。
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证明 (Cont.)：

• 给定 IID 假设，有𝜑𝑛(𝑡) = 𝐸 𝑒𝐢𝑡𝑍𝑛= 𝐸 𝑒𝐢𝑡 𝑛 ത𝑌𝑛= 𝐸 𝑒 𝐢𝑡𝑛 σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖= 𝐸 𝑒 𝐢𝑡𝑛𝑌1𝑒 𝐢𝑡𝑛𝑌2 ⋯𝑒 𝐢𝑡𝑛𝑌𝑛= 𝐸 𝑒 𝐢𝑡𝑛𝑌1 𝐸 𝑒 𝐢𝑡𝑛𝑌2 ⋯𝐸 𝑒 𝐢𝑡𝑛𝑌𝑛= 𝐸 𝑒 𝐢𝑡𝑛𝑌1 𝑛
= 𝜑𝑌 𝑡𝑛 𝑛

• 其中 𝜑𝑌(𝑡) = 𝐸 𝑒𝐢𝑡𝑌𝑖 。
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证明 (Cont.)：

• 现在，有 ln 𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛) 𝑛 = 𝑛ln 𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛)= ln 𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛)1/𝑛
• 给定 𝜑𝑌(0) = 1 和 1/𝑛 → 0，ln 𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛) → 0，对任意给定𝑡 ∈ (−∞,∞)，由洛必达法则 (L’Hospital’s rule) 可得：

lim𝑛→∞ ln 𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛)1/𝑛 = lim𝑛→∞
𝜑𝑌′ (𝑡/ 𝑛)𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛) − 𝑡2𝑛 𝑛−1/𝑛2

= 𝑡2 lim𝑛→∞
𝜑𝑌′ (𝑡/ 𝑛)𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛)1/ 𝑛

第七节中心极限定理
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证明 (Cont.)：

• 其中 𝜑𝑌′ (𝑡/ 𝑛)𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛) → 0
• 给定 𝜑𝑌′ (0) = 0和 1/ 𝑛 → 0，再次应用洛必达法则得

lim𝑛→∞
𝜑𝑌′ (𝑡/ 𝑛)𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛)1/ 𝑛 = lim𝑛→∞

𝜑𝑌′′ (𝑡/ 𝑛)𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛) − 𝜑′(𝑡/ 𝑛) 2𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛) 2 − 𝑡2𝑛 𝑛− 12𝑛 𝑛= 𝑡 lim𝑛→∞ 𝜑𝑌′′ (𝑡/ 𝑛)𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛) − 𝜑𝑌′ (𝑡/ 𝑛) 2𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛) 2= −𝑡
• 其中用到 𝜑𝑌(0) = 1，𝜑𝑌′ (0) = 0，𝜑𝑌′′(0) = −1。

第七节中心极限定理



第七章收敛和极限定理概率论与统计学 2024-12-30
114

证明 (Cont.)：

• 则有 lim𝑛→∞ln𝜑𝑛(𝑡) = lim𝑛→∞ ln 𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛)1/𝑛= −12 𝑡2
• 因为连续函数的极限 (此处为指数函数) 等于极限的函数，有lim𝑛→∞𝜑𝑛(𝑡) = 𝑒−𝑡22
• 因此，当 𝑛 → ∞时 𝑍𝑛 →𝑑 𝑁(0, 1)。
证毕。
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另一种启发式证明：

• 𝑍𝑛 的特征函数为𝜑𝑛 𝑡 = 𝐸 𝑒𝐢𝑡 𝑛 ത𝑌𝑛= 𝐸 𝑒𝐢𝑡𝑌1/ 𝑛 𝑛= 𝜑𝑌(𝑡/ 𝑛) 𝑛
= 𝜑𝑌(0) + 𝜑𝑌′ (0) 𝑡𝑛 + 12𝜑𝑌′′(0) 𝑡𝑛 2 + 𝑟 𝑡𝑛 𝑛
= 1 − 𝑡22𝑛 + 𝑜 𝑛−1 𝑛
→ 𝑒−𝑡2/2

• 其中 𝑟(𝑡/ 𝑛) 代表余项，且应用了极限公式：当 𝑛 → ∞ 时，1 + 𝑎𝑛 𝑛 → 𝑒𝑎。
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另一种启发式证明 (Cont.)：

• 这个公式在第四章推导小数定律时也发挥了重要作用，即一

些服从伯努利分布 (𝑝) 的独立随机变量，它们的和服从二项

分布 𝐵(𝑛, 𝑝)，而当 𝑛𝑝 → 𝜆 且 𝑛 → ∞ 时，和的分布便趋于泊

松分布 Poisson(𝜆)。
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• 服从二项分布 𝐵(𝑛, 𝑝) 的随机变量 𝑍𝑛，可表示为 𝑍𝑛 =σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 ， 其 中 𝐗𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛) 为 来 自 伯 努 利 分 布Bernoulli(𝑝)的 IID 随机样本，且 𝑝 = 𝑃(𝑋𝑖 = 1)。
• 由 CLT，有 𝑛 → ∞时，标准化随机变量𝑍𝑛 − 𝐸 𝑍𝑛var 𝑍𝑛 = 𝑍𝑛 − 𝑛𝑝𝑛𝑝(1 − 𝑝)→𝑑 𝑁(0,1)
• 虽然该结果仅当 𝑛 → ∞时适用，但在实际应用中，即使样本

量 𝑛不太大，有时仍使用正态分布近似二项分布。

例 7.29 [二项分布 𝑩(𝒏, 𝒑)的正态近似
(Normal Approximation)]:
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• 设 𝑿𝑛 为 IID 𝑁(0, 1) 随机样本。令 𝑌𝑖 = 𝑋𝑖2, 𝑖 = 1,···, 𝑛。
• 则当 𝑛 → ∞ 时，标准化随机变量σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖 − 𝑛𝜇𝑌𝑛𝜎𝑌2 = σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖2 − 𝑛2𝑛→𝑑 𝑁(0,1)

例 7.30 [ 𝜒𝑛2的正态近似]:
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解：

• 令 ത𝑌𝑛 = 𝑛−1σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖。因为 𝐸(𝑌𝑖) = 1和 var(𝑌𝑖) = 2，根据

CLT，当 𝑛 → ∞时，标准化样本均值ത𝑌𝑛 − 𝜇𝑌𝜎𝑌/ 𝑛 = ത𝑌𝑛 − 12/ 𝑛 →𝑑 𝑁(0,1)
• 其中 ത𝑌𝑛−12/ 𝑛 = 𝑛 ത𝑌𝑛−12= 1𝑛 σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖−12= σ𝑖=1𝑛 𝑌𝑖−𝑛2𝑛= σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖2−𝑛2𝑛
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解 (Cont.)：

• 由引理 6.1，σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖2 ∼ 𝜒𝑛2。因此，当自由度 𝑛 足够大时，可

用 𝑁(𝑛, 2𝑛)分布近似 𝜒𝑛2 分布。

• 例如，当 𝑿𝑛 为 IID 𝑁(𝜇, 𝜎2) 随机样本时，对所有 𝑛 > 1 有𝑛−1 𝑆𝑛2𝜎2 ∼ 𝜒𝑛−12 。

• 则当 𝑛 → ∞时，(𝑛 − 1)𝑆𝑛2𝜎2 − (𝑛 − 1) / 2(𝑛 − 1) →𝑑 𝑁(0,1)
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◆ 问题 7.3

CLT 中有限方差假设 var(𝑋𝑖) = 𝜎2 < ∞的重要性如何呢？

• 假设 𝑿𝑛 为来自标准柯西分布 Cauchy(0, 1)的 IID 随机样本。

• 证明对所有 𝑛 ≥ 1， ത𝑋𝑛∼ Cauchy(0, 1)。
例 7.31 [独立柯西随机变量之和]：
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解：

• 现用特征函数证明该结论。由 IID 性质和第四章给出的Cauchy(0, 1) 随机变量的特征函数 𝜑(𝑡) = 𝑒− 𝑡 ，有𝜑 ത𝑋𝑛(𝑡) = 𝐸 𝑒𝐢𝑡 ത𝑋𝑛= 𝜑 𝑡𝑛 𝑛
= 𝑒−|𝑡|= 𝜑(𝑡)

• 因此，对所有 𝑛 ≥ 1 有 ത𝑋𝑛~ Cauchy(0, 1)。
• 当 𝑛 → ∞ 时，一个 IID Cauchy(0, 1) 随机样本的样本均值不

收敛于 𝑁(0, 1)。
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设随机变量 𝑋1,···, 𝑋𝑛 联合独立，且对 𝑖 = 1,···, 𝑛 有 𝐸 𝑋𝑖 − 𝜇𝑖 3 <∞，其中 𝐸(𝑋𝑖) = 𝜇𝑖。同时，假设lim𝑛→∞ σ𝑖=1𝑛 𝐸 𝑋𝑖 − 𝜇𝑖 3σ𝑖=1𝑛 𝜎𝑖2 3/2 = 0
则当 𝑛 → ∞ 时，标准化随机变量𝑍𝑛 = σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 − σ𝑖=1𝑛 𝜇𝑖σ𝑖=1𝑛 𝜎𝑖2 1/2 →𝑑 𝑁(0,1)

定理 7.7 [独立非同分布随机样本的李雅普诺夫中心极限定理
(Liapounov’s (1901) CLT for Independent Random Variables)]
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• 当随机变量 𝑋1,···, 𝑋𝑛 之间存在一定程度的相依 (dependence) 时，

CLT 仍然成立。

• 生成时间序列数据的随机样本一般会出现这种相依性。尽管这

种相依性不能太强 (考虑在 𝑋1 = 𝑋2 =···= 𝑋𝑛 的极端情况下会

出现什么问题)，但仍可一定程度上放松独立性假设。
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• 假设当 𝑛 → ∞ 时， 𝑋𝑛 →𝑑 𝑋 和 𝐶𝑛 →𝑝 𝑐，其中 𝑐 为常数。

• 则当 𝑛 → ∞ 时，有

(1) 𝑋𝑛 + 𝐶𝑛 →𝑑 𝑋 + 𝑐；
(2) 𝑋𝑛 − 𝐶𝑛 →𝑑 𝑋 − 𝑐；
(3) 𝑋𝑛𝐶𝑛 →𝑑 𝑐𝑋；
(4) 若 𝑐 ≠ 0, 𝑋𝑛𝐶𝑛 →𝑑 𝑋𝑐。

定理 7.8 [斯勒茨基 (Slutsky) 定理]：

第七节中心极限定理
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• 假设标准化样本均值𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇𝜎 →𝑑 𝑁(0,1)
且当 𝑛 → ∞ 时，𝑆𝑛2→𝑝 𝜎2。

• 故由平方根函数的连续性有 𝑆𝑛 →𝑝 𝜎。
• 则由斯勒茨基定理可得𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇𝑆𝑛 = 𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇𝜎 𝜎𝑆𝑛→𝑑 𝑁(0,1)

例 7.32 
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假设当 𝑛 → ∞ 时，𝑋𝑛 →𝑑 𝑋 和 𝑌𝑛 →𝑑 𝑌 。以下结果是否成立？给

出推理过程。

(1) 𝑋𝑛 ± 𝑌𝑛 →𝑑 𝑋 ± 𝑌，当 𝑛 → ∞ 时；

(2) 𝑋𝑛𝑌𝑛 →𝑑 𝑋𝑌，当 𝑛 → ∞ 时。

例 7.33 

解：

• 一般而言，答案是否定的，因为它们并未考虑 𝑋𝑛 和 𝑌𝑛 之间

的相依性。换言之，依边际分布收敛不一定能推出依联合分

布收敛。这不同于其他收敛性概念如依二次方均值收敛、依

概率收敛以及几乎处处收敛。
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假设当 𝑛 → ∞ 时， 𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇 /𝜎 →𝑑 𝑁(0,1)，同时 𝑔(·) 为连续

可导函数且 𝑔′(𝜇) ≠ 0。则当 𝑛 → ∞ 时𝑛 𝑔 ത𝑋𝑛 − 𝑔(𝜇) →𝑑 𝑁 0, 𝜎2 𝑔′(𝜇) 2
和 𝑛 𝑔 ത𝑋𝑛 − 𝑔(𝜇)𝜎𝑔′(𝜇) →𝑑 𝑁(0,1)

引理 7.11 [德尔塔 (Delta) 方法]：
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证明：

• 首 先 ， 由 引 理 7.8 ， 𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇 /𝜎 →𝑑 𝑁(0,1) 可 推 出𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇 /𝜎 = 𝑂𝑝(1)。因此 ത𝑋𝑛 − 𝜇 = 𝑂𝑝 𝑛−1/2 = 𝑜𝑝(1)。
• 其次，根据中值定理，有𝑌𝑛 = 𝑔 ത𝑋𝑛 = 𝑔(𝜇) + 𝑔′ ҧ𝜇𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇
其中存在 𝜆 ∈ [0, 1]， ҧ𝜇𝑛 = 𝜆𝜇 + (1 − 𝜆) ത𝑋𝑛，注意𝜇𝑛 − 𝜇 = (1 − 𝜆) ത𝑋𝑛 − 𝜇 ≤ ത𝑋𝑛 − 𝜇 = 𝑜𝑝(1)
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证明 (Cont.)：

• 根据斯勒茨基定理，有𝑛 𝑔 ത𝑋𝑛 − 𝑔(𝜇)𝜎 = 𝑔′ ҧ𝜇𝑛 𝑛 ത𝑋𝑛 − 𝜇𝜎→𝑑 𝑁 0, 𝑔′(𝜇)2
• 其中，给定 ҧ𝜇𝑛 →𝑝 𝜇 和一阶导数 𝑔′(·) 的连续性，由引理 7.5

可得 𝑔′ ҧ𝜇𝑛 →𝑝 𝑔′(𝜇)。
• 又据斯勒茨基定理，有𝑛 𝑔 ത𝑋𝑛 − 𝑔(𝜇)𝜎𝑔′ ത𝑋𝑛 →𝑑 𝑁(0,1)
证毕。
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第一节极限和数量级

第二节收敛概念的必要性

第三节依二次方均值收敛和 𝑳𝒑 收敛
第四节依概率收敛

第五节几乎处处收敛

第六节依分布收敛

第七节中心极限定理
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• 极限、连续性和数量级等数学概念

• 渐近理论的基础概念与分析工具

✓ 四个收敛概念：

➢ 依二次方均值收敛、依概率收敛、几乎处处收敛：刻

画 𝑍𝑛 与 𝑍 之间的接近程度

➢ 依分布收敛：刻画 𝐹𝑛(𝑧)与 𝐹(·)之间的接近程度

• 大数定理、中心极限定理、Slutsky 定理和 Delta 方法

第八节小结
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Thank You !


