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一 个 𝑛 维 随 机 向 量 ， 记 作 (𝑍1,· · · , 𝑍𝑛)′， 是 从 样 本 空 间

(sample space) 𝑆 到 𝑛 维欧式空间 (Euclidean space) ℝ𝑛 的一个

映射。对于样本空间内的任意结果 𝑠 ∈ 𝑆，𝑍(𝑠) 是一个 𝑛 维实值

向量，称为随机向量 𝑍 的一个实现。

定义 5.1 [随机向量 (Random Vector)]

第一节随机向量及其联合概率分布

• 本章主要关注：

✓ 二元概率分布，它可反映多元概率分布的绝大多数（但非全

部）本质特征。

✓ 两个随机变量 (𝑋, 𝑌)，其中 𝑋 和 𝑌 定义在同一概率空间(𝑆, 𝔹, 𝑃) 上。

✓ (𝑋, 𝑌) 的一组实现值记作 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2。
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𝑋 和 𝑌 的联合 CDF 定义如下：𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦)= 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥 ∩ 𝑌 ≤ 𝑦)
其中(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 是任意实数组。

定义 5.2 [联合 CDF]

第一节随机向量及其联合概率分布

对任意实数组 (𝑥, 𝑦)，
(1) 𝐹𝑋𝑌(−∞, 𝑦) = 𝐹𝑋𝑌(𝑥, −∞) = 0; 𝐹𝑋𝑌(∞,∞) = 1；

(2) 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 是关于 𝑥 和 𝑦 的非递减函数；

(3) 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 是关于 𝑥 和 𝑦 的右连续函数。

引理 5.1 [𝑭𝑿𝒀(𝒙, 𝒚)的性质]
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证明：

• 定义两个事件：𝐴 = {𝑋 ≤ 𝑥}，𝐵 = {𝑌 ≤ ∞}。
• 由于 𝐵 总是成立，故有 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐴。

• 因此，𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)，即 𝐹𝑋(𝑥) = 𝐹𝑋𝑌(𝑥,∞)。
证毕。

第一节随机向量及其联合概率分布

𝐹𝑋(𝑥) = 𝐹𝑋𝑌(𝑥,∞),且 𝐹𝑌(𝑦) = 𝐹𝑋𝑌(∞, 𝑦)定理 5.1
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第一节随机向量及其联合概率分布

定理 5.1 含义

• 定理 5.1 表明可从 𝑋 和 𝑌 的联合 CDF 求得其各自的 CDF 。𝑋
和 𝑌 各自的 CDF 分别称为 𝑋 和 𝑌 的边际 CDF 。

• 联合 CDF 和边际 CDF 在统计学和计量经济学有广泛应用。

✓ 以下以关联 (copula) 函数为例，说明其重要性。关联函数

可用于对随机变量之间的相依性的建模。
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例 5.1： [二元关联 (Copula) 函数]

• 令 𝑈 = 𝐹𝑋(𝑋)，𝑉 = 𝐹𝑌(𝑌) 分别为 𝑋 和 𝑌 的概率积分变换。

• 这两个随机变量均为 𝑈[0, 1] 随机变量，且 (𝑈, 𝑉) 的联合 CDF𝐶(𝑢, 𝑣) = 𝑃(𝑈 ≤ 𝑢, 𝑉 ≤ 𝑣),−∞ ≤ 𝑢, 𝑣 ≤ ∞
称为 (𝑋, 𝑌) 联合概率分布的关联函数。

• 关联函数 𝐶(𝑢, 𝑣) 和联合 CDF 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 紧密相关。

• 假设 𝐹𝑋(·) 和 𝐹𝑌(·) 为严格递增函数，则有𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦)= 𝑃 𝐹𝑋(𝑋) ≤ 𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌(𝑌) ≤ 𝐹𝑌(𝑦)= 𝑃 𝑈 ≤ 𝐹𝑋(𝑥), 𝑉 ≤ 𝐹𝑌(𝑦)= 𝐶 𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌(𝑦)

第一节随机向量及其联合概率分布
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• 这表明联合分布 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 可分解为两个成分：

✓ 一部分是边际分布 𝐹𝑋(·) 和 𝐹𝑌(·)，
✓ 另一部分是 𝑋 和 𝑌 之间“纯粹”的关联函数 𝐶(·,·)。

• 换言之，关联函数 𝐶(·,·) 仅刻画了 𝑋 和 𝑌 之间的关联性而与

其边际分布无关。关联函数可将边际行为与 𝑋 和 𝑌 之间的关

联性区分开来。给定函数形式 𝐶(·,·)，不同的边际分布会导致(𝑋, 𝑌) 的不同联合分布。

• 由于关联函数可用于刻画不同市场之间或不同资产之间的联

动性 (Cherubini et al., 2004)，其被广泛应用于计量经济学和

金融业界中。

第一节随机向量及其联合概率分布

例 5.1 (Cont.)：
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第一节随机向量及其联合概率分布

若 𝑋 和 𝑌 为两个离散随机变量，则对任意 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2，二者的

联合 PMF 定义为𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 = 𝑥 ∩ 𝑌 = 𝑦) = 𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑌 = 𝑦),−∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞
定义 5.3 [联合 PMF]

(1) 对任意 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2，𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 ≥ 0；

(2) σ𝑧∈Ω𝑋 σ𝑦∈Ω𝑌 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 1，其中 Ω𝑋 和 Ω𝑌 分别为 𝑋 和 𝑌
的支撑集。

引理 5.2 [𝒇𝑿𝒀 (𝒙, 𝒚)的性质]

5.1.1 离散情形

5.1.1 离散情形
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第一节随机向量及其联合概率分布

二维随机向量 (𝑋, 𝑌) 的支撑定义为所有取严格正概率的可能实现

值 (𝑥, 𝑦) 构成的集合，即
Support(𝑋, 𝑌) = Ω𝑋𝑌 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) > 0

定义 5.4 [支撑 (Support)]

5.1.1 离散情形
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◆ 问题 5.1

假设 Ω𝑋 和 Ω𝑌 分别为 𝑋 和 𝑌 的支撑。是否有Ω𝑋𝑌 = Ω𝑋 × Ω𝑌= (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑓𝑋(𝑥) > 0, 𝑓𝑌(𝑦) > 0
其中符号“×”代表笛卡尔乘积 (Cartesian product)。

• 答案是否定的。

• 考虑一个二维分布的例子，其中 𝑋 和 𝑌 均为非负整数但满足

约束条件 𝑋 ≤ 𝑌。则Ω𝑋 = Ω𝑌 = {0, 1, 2,· · · }
而 Ω𝑋𝑌 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 < ∞,其中 𝑥, 𝑦 均为整数}

• 显然，Ω𝑋𝑌 是 Ω𝑋 × Ω𝑌 的一个子集。

第一节随机向量及其联合概率分布 5.1.1 离散情形
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◆ 问题 5.2 ෍(𝑥,𝑦)∈Ω𝑋𝑌 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 1
是否成立？其中，Ω𝑋𝑌 通常是 Ω𝑋 × Ω𝑌 的一个子集。

• 联合 PMF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 可用于计算由 (𝑋, 𝑌) 定义的任意事件的

概率。

• 对任意子集 𝐴 ∈ ℝ2，有𝑃[(𝑋, 𝑌) ∈ A] = ෍(𝑥,𝑦)∈𝐴 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

第一节随机向量及其联合概率分布 5.1.1 离散情形
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例 5.2：

假设 𝑋 和 𝑌 的联合 PMF 为𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝑐 𝑥 + 𝑦 ,𝑥 = −1, 0, 1; 𝑦 = 0, 1
其中 𝑐 为未知常数。求

(1) 𝑋, 𝑌 以及 (𝑋, 𝑌) 的支撑；

(2) 𝑐 的值；

(3) 𝑃(𝑋 = 0 且 𝑌 = 1)；
(4) 𝑃(𝑋 = 1)；
(5) 𝑃(|𝑋 − 𝑌| ≤ 1)。

第一节随机向量及其联合概率分布 5.1.1 离散情形
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第一节随机向量及其联合概率分布

解：

(1) Ω𝑋 = {−1, 0, 1}，Ω𝑌 = {0, 1} 以及Ω𝑋𝑌 = {(−1, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}。
由于 (0, 0) ∈ Ω𝑋 × Ω𝑌 但 (0, 0) ∉ Ω𝑋𝑌，Ω𝑋𝑌 是 Ω𝑋 × Ω𝑌 的一个

子集。

(2) 由等式 σ𝑥∈Ω𝑋 σ𝑦∈Ω𝑌 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 1，有𝑐[| − 1 + 0| + | − 1 + 1| + |0 + 0| + |0 + 1| + |1 + 0| + |1 + 1|] = 1
因此得 𝑐 = 1/5。

(3) 由联合 PMF 定义可知𝑃(𝑋 = 0, 𝑌 = 1) = 𝑓𝑋𝑌(0,1) = 15 |0 + 1| = 15

5.1.1 离散情形
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第一节随机向量及其联合概率分布

解 (Cont.)：

(4) 因事件 {𝑋 = 1} = {𝑋 = 1} ∩ {𝑌 ∈ Ω𝑌}，有𝑃(𝑋 = 1)= ෍𝑦∈Ω𝑦 𝑓𝑋𝑌(1, 𝑦)= 𝑓𝑋𝑌(1,0) + 𝑓𝑋𝑌(1,1)= 35
(5)𝑃(|𝑋 − 𝑌| ≤ 1) = ෍𝑥,𝑦 ∈Ω𝑋𝑌:|𝑥−𝑦|≤1 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)= 𝑓𝑋𝑌(−1,0) + 𝑓𝑋𝑌(0,1) + 𝑓𝑋𝑌(1,0) + 𝑓𝑋𝑌(1,1)= 1

5.1.1 离散情形
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第一节随机向量及其联合概率分布𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 和 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)之间的关系
• 这与一元变量情形下 𝑓𝑋(𝑥) 和 𝐹𝑋(𝑥) 之间的关系十分类似。

（1）可从 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 求得 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)
• 对于离散随机变量 𝑋 和 𝑌，其联合 CDF 为𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦)= ෍(𝑢,𝑣)∈Ω𝑋𝑌(𝑧,𝑦) 𝑓𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)

其中 Ω𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 是在 (𝑋, 𝑌) 的支撑 Ω𝑋𝑌 上满足 𝑢 ≤ 𝑥, 𝑣 ≤ 𝑦 的

所有可能 (𝑢, 𝑣) 取值所构成的集合，即Ω𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = (𝑢, 𝑣) ∈ Ω𝑋𝑌: 𝑢 ≤ 𝑥, 𝑣 ≤ 𝑦

5.1.1 离散情形
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第一节随机向量及其联合概率分布𝒇𝑿𝒀(𝒙, 𝒚)和 𝑭𝑿𝒀(𝒙, 𝒚) 之间的关系 (Cont.)

（2）通过对 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 求差分，可从 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 求得 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦
• 不失一般性，假设

✓ 𝑋 的可能取值按照升序排列：𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 <· · · ，

✓ 𝑌 的可能取值也按升序排列：𝑦1 < 𝑦2 < 𝑦3 <· · · 。

• 则对 𝑖 > 1，𝑗 > 1，有𝑓𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 = Δ𝑌Δ𝑋𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗= Δ𝑌 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 − 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗= 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 − 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗−1 − 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗 − 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1= 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 − 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗−1 − 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗 + 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1
• 其中，Δ𝑋 和 Δ𝑌 分别是对 𝑥 和 𝑦 的差分算子 (difference 

operators)。例如，对任意给定的 𝑦，有 Δ𝑋𝐹𝑋𝑌(𝑥𝑖 , 𝑦) =𝐹𝑋𝑌 (𝑥𝑖 , 𝑦) − 𝐹𝑋𝑌(𝑥𝑖−1, 𝑦)。

5.1.1 离散情形
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第一节随机向量及其联合概率分布𝒇𝑿𝒀(𝒙, 𝒚) 和 𝑭𝑿𝒀(𝒙, 𝒚)之间的关系 (Cont.)

• 上述公式不包含 𝑖 = 1 或 𝑗 = 1 的情况。

• 对这类情形，有

𝑓𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 = ൞𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 − 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗−1 , 𝑖 = 1, 𝑗 > 1𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 − 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗 , 𝑖 > 1, 𝑗 = 1𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑗 = 1

5.1.1 离散情形
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第一节随机向量及其联合概率分布𝑛维随机向量联合 PMF 与联合 CDF 之间的关系

• 上述二元情形均可推广到 𝑛 维随机向量的多元情形。

• 例如，𝑛 个离散随机变量 𝑋1,· · · , 𝑋𝑛 的联合 PMF 为𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛 = 𝑃 𝑋1 = 𝑥1, ⋯ , 𝑋𝑛 = 𝑥𝑛
其中 𝒙𝑛 = 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛 ′ ∈ ℝ𝑛 是 𝑛 维实数空间上的任意 𝑛 维数

组。

• 而 𝑿𝑛 = 𝑋1, ⋯ , 𝑋𝑛 ′ 的联合 CDF 则为𝐹𝑿𝑛 𝒙𝑛 = 𝑃 𝑋1 ≤ 𝑥1, ⋯ , 𝑋𝑛 ≤ 𝑥𝑛
其中 𝒙𝑛 ∈ ℝ𝑛。

5.1.1 离散情形
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第一节随机向量及其联合概率分布

• 若两个随机变量 𝑋 和 𝑌 的联合 CDF 𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) 对 𝑥 和 𝑦 均是

绝对连续 (absolutely continuous) 的，则称其具有连续联合分

布 (joint continuous distribution)。

• 此时，存在函数 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)，对任意给定的 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2，有𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦) = න−∞𝑦 න−∞𝑥 𝑓𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣
其中函数 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 称为 (𝑋, 𝑌) 的联合 PDF。

定义 5.5 [联合 PDF]

5.1.2 连续情形

5.1.2 连续情形
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第一节随机向量及其联合概率分布

(1) 对 𝑥𝑦 平面上的所有实数组 (𝑥, 𝑦)，有 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) ≥ 0；

(2) ∞∞−׬ ∞∞−׬ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1。

引理 5.3 [联合 PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)的性质]                     

5.1.2 连续情形
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第一节随机向量及其联合概率分布

证明：

(1) 

• 对任意给定的二元数组 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2，定义 𝐴(𝑥, 𝑦) = {(𝑢, 𝑣) ∶𝑢 ≤ 𝑥, 𝑣 ≤ 𝑦}，有𝑃[(𝑋, 𝑌) ∈ 𝐴(𝑥, 𝑦)] = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦)= 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)= න−∞𝑧 න−∞𝑦 𝑓𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣
• 该公式与在离散情形下对联合 PDF 二重求和类似，表明可通

过对联合 PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 二重积分而得 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)。

5.1.2 连续情形
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第一节随机向量及其联合概率分布

证明 (Cont.)：

• 对函数 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 的任意可微点 (𝑥, 𝑦)，有𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝜕2𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥𝜕𝑦 ≥ 0
• 其中，等式由微积分基本定理可得，不等式乃根据 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

为 (𝑥, 𝑦) 的非递减函数而得。该公式与离散情形下对联合

CDF 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 进行二重差分类似，表明在连续情形下可通过

对联合 CDF 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 求导而得联合 PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)。
(2) 根据 𝐹𝑋𝑌(∞,∞) = 1 即得න−∞∞ න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1
证毕。

5.1.2 连续情形
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◆ 问题 5.3

如何解释联合 PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)？
• 给定 𝑥𝑦 平面上的任意数组 (𝑥, 𝑦)，考虑事件𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑥 − 𝜖2 < 𝑋 ≤ 𝑥 + 𝜖2 且 𝑦 − 𝜖2 < 𝑌 ≤ 𝑦 + 𝜖2

其中 𝜖 > 0 为很小的常数。

• 几何上，𝐴(𝑥, 𝑦) 是 (𝑋, 𝑌) 在以点 (𝑥, 𝑦) 为中心、四边长度均

为 𝜖 的一个小矩形区域内取值的事件。

第一节随机向量及其联合概率分布 5.1.2 连续情形

CONTINUE
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第一节随机向量及其联合概率分布

• 假设 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 在点 (𝑥, 𝑦) 处连续，则有𝑃[𝐴(𝑥, 𝑦)] = 𝑃 𝑥 − 𝜖2 < 𝑋 ≤ 𝑥 + 𝜖2 , 𝑦 − 𝜖2 < 𝑌 ≤ 𝑦 + 𝜖2= න𝑦−𝜖/2𝑦+𝜖/2 න𝑥−𝜖/2𝑥+𝜖/2 𝑓𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣= 𝑓𝑋𝑌 ҧ𝑥, ത𝑦 𝜖𝜖 [对某一对 (𝑥, 𝑦)]≈ 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 𝜖2 (当 𝜖很小时)
• 因此，𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 虽不是概率测度，但其与 (𝑋, 𝑌) 在以点 (𝑥, 𝑦)

为中心的一个小矩形区域内取值的概率成正比。

• 换言之，𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 和 (𝑋, 𝑌) 在 𝑥𝑦 平面上以点 (𝑥, 𝑦) 为中心的

区域内取值的概率成正比。

5.1.2 连续情形

CONTINUE
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第一节随机向量及其联合概率分布 5.1.2 连续情形
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第一节随机向量及其联合概率分布

二元连续随机向量 (𝑋, 𝑌) 的支撑定义为Support(𝑋, 𝑌) = Ω𝑋𝑌 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) > 0
定义 5.6 [(𝑿, 𝒀)的支撑]

• 因此，(𝑋, 𝑌) 的支撑 Support(𝑋, 𝑌) 是 𝑥𝑦 平面中满足 (𝑋, 𝑌) 在

该点的小邻域内取值的概率严格为正的所有点 (𝑥, 𝑦) 构成的集

合。

• 由于对 (𝑋, 𝑌) 支撑集外的所有点 (𝑥, 𝑦)，有 𝑓𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 0，故

在计算与 (𝑋, 𝑌) 相关的任意事件的概率时，仅需在支撑 Ω𝑋𝑌
上对 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 求积分。

5.1.2 连续情形
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例 5.3：

假设 𝑋 和 𝑌 的联合 PDF 为𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑦2, 0 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1
其中 𝑐 为未知常数。

求：

(1) 𝑐 的值； (2) 𝑃(𝑋 + 𝑌 > 2)；
(3) 𝑃(𝑋 < 0.5)； (4) 𝑃(𝑋 = 3𝑌 )。

第一节随机向量及其联合概率分布

解：

• 支撑 Ω𝑋𝑌 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 0 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1} 为 𝑥𝑦 平面上的矩

形区域。

5.1.2 连续情形

CONTINUE
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第一节随机向量及其联合概率分布

解 (Cont.)：

(1) 因等式 ∞∞−׬ ∞∞−׬ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1 则01׬ 02׬ 𝑐𝑦2𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 01׬ 𝑐𝑦2 02׬ 𝑑𝑥 𝑑𝑦= ቚ𝑐 01׬ 𝑦2𝑥 02 𝑑𝑦= 2𝑐 01׬ 𝑦2𝑑𝑦= ቚ2𝑐3 𝑦3 01= 2𝑐3= 1
• 因此，得 𝑐 = 3/2。

5.1.2 连续情形

CONTINUE
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第一节随机向量及其联合概率分布

解 (Cont.)：

(2) 𝑃(𝑋 + 𝑌 > 2) = 01׬ 𝑦2−2׬ 32𝑦2𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 38
(3) 𝑃(𝑋 < 0.5) = 01׬ 012׬ 32𝑦2𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 14
(4) 因为 𝑥 = 3𝑦 是一条直线，直线上方 𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) 覆盖的体积为

0，故 𝑃(𝑋 = 3𝑌) = 0。

5.1.2 连续情形
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例 5.4：

假设𝑋和𝑌的联合PDF 为𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑥2𝑦, 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1
其中 𝑐 为未知常数。求 (1) 𝑐 的值；(2) 𝑃(𝑋 ≥ 𝑌 )。

第一节随机向量及其联合概率分布

解：支撑 Ω𝑋𝑌 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1}，
01׬ (1) −׬ 𝑦𝑦 𝑐𝑥2𝑦𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 1，可得 𝑐 = 21/4。

(2) 𝑃(𝑋 ≥ 𝑌) = 01׬ 𝑦׬ 𝑦 𝑐𝑥2𝑦𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 320。

5.1.2 连续情形
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例 5.5：

假设 𝑋 和 𝑌 的联合 CDF 为𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 116 𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦), 0 ≤ 𝑥 ≤ 2,0 ≤ 𝑦 ≤ 2
求 (1) CDF 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 在整个 𝑥𝑦 平面上的完整表达式；

(2) 联合 PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)；(3) 𝑃(1 ≤ 𝑋 ≤ 2, 1 ≤ 𝑌 ≤ 2)。

第一节随机向量及其联合概率分布

解：(1) 根据引理 5.1 和定理 5.1 关于联合 CDF 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 的性质，

有

𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) =
0, 𝑥 < 0 或 𝑦 < 0116 𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦), 0 ≤ 𝑥 ≤ 2,0 ≤ 𝑦 ≤ 218 𝑥(𝑥 + 2), 0 ≤ 𝑥 ≤ 2, 𝑦 > 218 𝑦(𝑦 + 2), 𝑥 > 2,0 ≤ 𝑦 ≤ 21, 𝑥 > 2, 𝑦 > 2

5.1.2 连续情形

CONTINUE
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第一节随机向量及其联合概率分布

解 (Cont.)：

(2) 对联合 CDF 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 求偏导，可得𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝜕2𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥𝜕𝑦= 18 (𝑥 + 𝑦), 0 ≤ 𝑥 ≤ 2,0 ≤ 𝑦 ≤ 2
对所有其他的点 (𝑥, 𝑦)，有 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 0。
(3) 𝑃(1 ≤ 𝑋 ≤ 2,1 ≤ 𝑌 ≤ 2) = න12 න12 18 (𝑥 + 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦= 38

5.1.2 连续情形
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第一节随机向量及其联合概率分布

多元连续随机变量

• 二元连续随机变量的相关概念可扩展到更一般的多元情形。

• 𝑛 维连续随机向量 𝑿𝑛 = (𝑋1,· · · , 𝑋𝑛)′ 的联合 CDF 为𝐹𝑿𝑛 𝒙𝑛 = න−∞𝑥1 ⋯න−∞𝑥𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝐮𝑛 𝑑𝐮𝑛
• 其中 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛 是 𝑿𝑛 的联合 PDF，𝒙𝑛 = (𝑥1,· · · , 𝑥𝑛)′, 且 𝒖𝑛 =(𝑢1,· · · , 𝑢𝑛)′。
• 若对空间 ℝ𝑛 上的点 𝒙𝑛，𝐹𝑿𝑛 𝒙𝑛 的偏导数存在，则有𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛 = 𝜕𝑛𝐹𝑿𝑛 𝒙𝑛𝜕𝑥1⋯𝜕𝑥𝑛

5.1.2 连续情形
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第一节随机向量及其联

合概率分布

第二节边际分布

第三节条件分布

第四节独立性

第五节二元变换

第六节二元正态分布

第七节期望与协方差

第八节联合矩生成函数

第九节独立性和期望

第十节条件期望

第十一节小结

目 录
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◆ 问题 5.4

从联合 PMF/PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 可获取哪些信息呢？

• 直观上，可得如下信息：

(1) 𝑋 的边际分布信息，由 𝑋 的 PMF/PDF 𝑓𝑋(𝑥) 刻画；

(2) 𝑌 的边际分布信息，由 𝑌 的 PMF/PDF 𝑓𝑌(𝑦) 刻画；

(3) 𝑋 和 𝑌 之间的预测关系，由适当的条件分布刻画。

第二节边际分布



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30 37

第二节边际分布

• 假设 𝑋 和 𝑌 具有联合离散分布，其联合 PMF 为 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)。
则 𝑋 和 𝑌 的边际 PMF 分别定义为𝑓𝑋(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) = ෍𝑦∈Ω𝑌 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦), −∞ < 𝑥 < ∞

𝑓𝑌(𝑦) = 𝑃(𝑌 = 𝑦) = ෍𝑥∈Ω𝑋 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦), −∞ < 𝑦 < ∞

定义 5.7 [边际概率质量函数 (Marginal PMF’s)]

5.2.1 离散情形

5.2.1 离散情形



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30 38

第二节边际分布

• 在二元情形下定义事件 {𝑋 = 𝑥}。注意到𝑋 = 𝑥 = {𝑋 = 𝑥} ∩ 𝑌 ∈ Ω𝑌= {𝑋 = 𝑥} ∩ 𝑦∈Ω𝑌ڂ {𝑌 = 𝑦}= 𝑦∈Ω𝑌ڂ 𝑋 = 𝑥 ∩ 𝑌 = 𝑦 (定理 2.1的分配律)
• 全概率公式指出，对任意事件 𝐴 以及一系列互斥且完全穷尽

事件序列 {𝐴1, 𝐴2,· · · }，有𝑃 𝐴 = σ𝑖=1∞ 𝑃 𝐴 ∩ 𝐴𝑖
• 与之类似，可得𝐹𝑋 𝑥 = 𝑃(𝑋 = 𝑥)= 𝑃 {𝑋 = 𝑥} ∩ 𝑌 ∈ Ω𝑌= σ𝑦∈Ω𝑌 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

定义 5.7 含义
5.2.1 离散情形
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第二节边际分布

• 直观上，𝑋 的边际 PMF 𝑓𝑋(𝑥) 是不论 𝑌 取何值，𝑋 取给定值𝑥 的概率。通过考虑 𝑌 的所有可能取值，消去了关于 𝑌 的全

部信息而只保留 𝑋 的信息。

• 之所以称 𝑓𝑋(𝑥) 为 𝑋 的边际 PMF，旨在强调其是在给定二元

随机向量 (𝑋, 𝑌) 的联合分布下，随机变量 𝑋 的 PMF。就技术

层面来说，“边际”这一修饰词是多余的。

定义 5.7含义 (Cont.) 

5.2.1 离散情形
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(1) 对所有 𝑥 ∈ (−∞,∞)，有 𝑓𝑋(𝑥) ≥ 0；

(2) σ𝑥∈Ω𝑋 𝑓𝑋(𝑥) = 1, 其中 Ω𝑋 为 𝑋 的支撑。

类似结果对 𝑓𝑌(𝑦) 亦成立。

引理 5.4 [𝒇𝑿(𝒙)和 𝒇𝒀(𝒚)的性质]

例 5.6：

假设 𝑋 和 𝑌 的联合 PMF 为𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 15 |𝑥 + 𝑦|, 𝑥 = −1, 0, 1; 𝑦 = 0, 1
求 (1) 𝑓𝑋(𝑥)；(2) 𝑓𝑌(𝑥)。

5.2.1 离散情形
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解：(1)

• 对于 𝑥 = −1，事件 {𝑋 = −1} 包含两个基本结果：{𝑋 =− 1, 𝑌 = 0} 和 {𝑋 = −1, 𝑌 = 1}。
• 这两个基本结果相互排斥。因此，𝑓𝑋 −1 = 𝑃(𝑋 = −1)= 𝑓𝑋𝑌(−1, 0) + 𝑓𝑋𝑌(−1, 1)= 15
• 类似有 𝑓𝑋(0) = 𝑓𝑋𝑌(0, 0) + 𝑓𝑋𝑌(0, 1) = 15𝑓𝑋(1) = 𝑓𝑋𝑌(1, 0) + 𝑓𝑋𝑌(1, 1) = 35

5.2.1 离散情形

CONTINUE
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解 (Cont.)：

• 则 𝑋 的边际 PMF 为

𝑓𝑋(𝑥) =
15 , 𝑥 = −115 , 𝑥 = 035 , 𝑥 = 1

(2) 

• 类似可得 𝑌 的 PMF 为

𝑓𝑌(𝑦) = 25 , 𝑦 = 035 , 𝑦 = 1

5.2.1 离散情形

CONTINUE
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• 可用矩阵形式完整地描述 (𝑋, 𝑌) 的联合 PMF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)，并且

对行或者列求和，即可分别得二者的边际 PMF：

• 可能出现联合 PMF 不同，但边际 PMF 相同的情形。

• 许多联合分布有相同的边际分布。联合 PMF 不仅提供了边际

信息，而且包括无法从 𝑋 和 𝑌 的边际分布中获取的二者之间

关系的信息。尽管 𝑋 和 𝑌 的边际分布可能相同，但若二者之

间的关系有所差异时，则会产生不同的联合分布。见例 5.7。

5.2.1 离散情形
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• 假设 𝑋 和 𝑌 均为二值随机变量，其取值为 1 或 0。考虑以下(𝑋, 𝑌) 的两个联合 PMF，分别是

✓ 情形(1)： 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = ቐ𝑝, 𝑥 = 𝑦 = 11 − 𝑝, 𝑥 = 𝑦 = 00, 其他
✓ 情形(2)：𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = ቊ𝑝𝑥+𝑦(1 − 𝑝)2−(𝑥+𝑦), 𝑥 = 1, 0; 𝑦 = 1, 00, 其他

• 显然，情形 (1) 和 (2) 是 (𝑋, 𝑌) 的两个不同联合分布。但这

在两种情况下，均有 𝑋 ∼ Bernoulli(𝑝)，𝑌 ∼ Bernoulli(𝑝)。

5.2.1 离散情形

例 5.7：
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5.2.2 连续情形

• 假设二维连续随机向量 (𝑋, 𝑌) 的联合 PDF 为 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)。首先

考虑如何求得 𝑋 的边际 CDF。

• 由于事件 {𝑋 ≤ 𝑥} = {𝑋 ≤ 𝑥} ∩ {−∞ < 𝑌 < ∞}，故𝐹𝑋(𝑥) ≡ 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)= 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥,−∞ < 𝑌 < ∞)= න−∞𝑥 න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑢, 𝑦)𝑑𝑢𝑑𝑦= න−∞𝑥 න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑢, 𝑦)𝑑𝑦 𝑑𝑢
= න−∞𝑥 𝑓𝑋(𝑢)𝑑𝑢

5.2.2 连续情形
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• 对上述等式两边求微分，可得𝑓𝑋(𝑥) = න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
• 因此，通过对联合 PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 关于 𝑦 求积分，可得边际

PDF 𝑓𝑋(𝑥)。

5.2.2 连续情形
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• 假设 𝑋 和 𝑌 具有联合连续分布，并且其联合 PDF 为 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)。

则 𝑋 和 𝑌 的边际 PDF 分别定义为：𝑓𝑋(𝑥) = න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦, −∞ < 𝑥 < ∞𝑓𝑌(𝑦) = න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥, −∞ < 𝑦 < ∞

定义 5.8 [边际PDF]

• 与经济学中其他边际概念比如边际效用和边际生产率不同，

一个变量的边际 PDF 是通过对另一个变量求积分而得，而并

非对该变量求偏导数。

• 直观上，对联合 PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 关于 𝑦 求积分，余下即为关于𝑋 的信息。

5.2.2 连续情形



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30 48

第二节边际分布

(1) 对任意 𝑥 ∈ (−∞,∞)，有 𝑓𝑋(𝑥) ≥ 0；

∞∞−׬ (2) 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥 = 1 。

类似结果对 𝑓𝑌(𝑦) 也成立。

引理 5.5 [𝒇𝑿(𝒙)和 𝒇𝒀(𝒚)的性质]

5.2.2 连续情形
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例 5.9：

假设对 𝑥2 < 𝑦 < 1，𝑋 和 𝑌 的联合 PDF 为 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑐𝑦2。

求 (1) 𝑓𝑋(𝑥)；(2) 𝑓𝑌(𝑦)。
解：

• (𝑋, 𝑌) 的支撑与例 5.4 中 (𝑋, 𝑌) 的支撑相同。从中可求得：

✓ 𝑋 的支撑为 Ω𝑋 = {𝑥 ∈ ℝ ∶ −1 < 𝑥 < 1}，
✓ 𝑌 的支撑为 Ω𝑌 = {𝑦 ∈ ℝ ∶ 0 < 𝑦 < 1}。

• 首先用如下性质确定 𝑐 的值：න−∞∞ න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 1

5.2.2 连续情形



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30 50

第二节边际分布

解 (Cont.):

• 给定 (𝑋, 𝑌) 的支撑，有𝑐 න−11 න𝑥2
1 𝑦2𝑑𝑦 𝑑𝑥 = 𝑐න−11 13 1 − 𝑥6 𝑑𝑥

= 2𝑐3 න01 1 − 𝑥6 𝑑𝑥= 4𝑐7= 1
• 因此 𝑐 = 7/4.

5.2.2 连续情形
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解 (Cont.):

(1) 对 −1 < 𝑥 < 1，有𝑓𝑋 𝑥 = න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦= න𝑥2
1 𝑐𝑦2𝑑𝑦

= ቤ𝑐 13 𝑦3 𝑥2
1

= 712 1 − 𝑥6
• 因此 𝑋 的边际 PDF 为𝑓𝑋(𝑥) = ቐ 712 1 − 𝑥6 , −1 < 𝑥 < 10, 其他

5.2.2 连续情形
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解 (Cont.):

(2) 对 0 < 𝑦 < 1，有𝑓𝑌 𝑦 = න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥= න− 𝑦
𝑦 𝑐𝑦2𝑑𝑥= 𝑐𝑦2 ⋅ 2 𝑦= 72𝑦52

• 因此，𝑌 的边际 PDF 为𝑓𝑌 𝑦 = ቐ 72𝑦52, 0 < 𝑦 < 10, 其他

5.2.2 连续情形
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多个变量的边际分布

• 当有两个以上的随机变量时，不仅可定义每个随机变量的边际

分布，还可对随机变量的任意子集定义联合分布。

• 例如，若有 𝑛 个离散随机变量 𝑋1,· · · , 𝑋𝑛，则 𝑋1 的边际 PMF

为 𝑓𝑋1 𝑥1 = ෍𝑥2∈Ω2 ⋯ ෍𝑥𝑛∈Ω𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛 , −∞ < 𝑥1 < ∞
• 子集 (𝑋1, 𝑋2, 𝑋3) 的联合 PMF 为𝑓𝑋1𝑋2𝑋3 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = ෍𝑥4∈Ω4 ⋯ ෍𝑥𝑛∈Ω𝑛 𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛 , −∞ < 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 < ∞
• 其中 𝑿𝑛 = (𝑋1,· · · , 𝑋𝑛)′， 𝒙𝑛 = 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛 ′，且 Ω𝑖，𝑖 = 1,· · ·, 𝑛，是 𝑋𝑖 的支撑。

5.2.2 连续情形
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第一节随机向量及其联

合概率分布

第二节边际分布

第三节条件分布

第四节独立性

第五节二元变换

第六节二元正态分布

第七节期望与协方差

第八节联合矩生成函数

第九节独立性和期望

第十节条件期望

第十一节小结

目 录
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◆ 问题 5.5

如何刻画 𝑋 和 𝑌 之间的预测关系？

第三节条件分布

• 通常情况下，两个随机变量 (𝑋, 𝑌) 的观测值是互相关联的。

• 因此，即使无法根据 𝑋 的相关信息准确预测 𝑌 的实现值，也

可据此获得 𝑌 的相关信息。
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• 假设 𝑋 和 𝑌 具有联合离散分布，其联合 PMF 为 𝑓𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)，
边际 PMF 分别为 𝑓𝑋(𝑥) 和 𝑓𝑌(𝑦)。

• 随机变量 𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件 PMF 定义为𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑃(𝑌 = 𝑦 ∣ 𝑋 = 𝑥)= 𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦)𝑓𝑋(𝑥)
其中 𝑓𝑋(𝑥) > 0。

• 类似地，随机变量 𝑋 基于 𝑌 = 𝑦 的条件 PMF 定义为𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦) = 𝑃(𝑋 = 𝑥 ∣ 𝑌 = 𝑦)= 𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦)𝑓𝑌(𝑦)
其中 𝑓𝑌(𝑦) > 0。

定义 5.9 [条件 PMF]

5.3.1 离散情形

5.3.1 离散情形
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• 直观上，条件 PMF 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) 是在观测到随机变量 𝑋 取值 𝑥
的条件下，随机变量 𝑌 取任意值 𝑦 的概率。

• 第二章曾指出，任意两个事件的条件概率公式为 𝑃(𝐴|𝐵) =𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)/𝑃(𝐵)。
• 若定义事件 𝐴 = {𝑋 = 𝑥} 和 𝐵 = {𝑌 = 𝑦}，则𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑃(𝐵 ∣ 𝐴) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)𝑃(𝐴)

定义 5.9 含义

5.3.1 离散情形



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30 58

第三节条件分布

• 需要强调，给定任意 𝑥 满足 𝑓𝑋(𝑥) > 0，条件 PMF 𝑓𝑌|𝑋 (𝑦 ∣ 𝑥)
是 𝑌 的 PMF。

• 即：给定任意满足 𝑓𝑋(𝑥) > 0 的 𝑥，有

✓ (1) 对任意 𝑦 ∈ (−∞,∞)，𝑓𝑌∣𝑋 𝑦 𝑥 ≥ 0；

✓ (2) σ𝑦∈Ω𝑌∣𝑋(𝑥) 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 1，

其中 Ω𝑌∣𝑋 (𝑥) = {𝑦 ∈ Ω𝑌 ∶ 𝑓𝑌∣𝑋 (𝑦 ∣ 𝑥) > 0} 为满足 𝑓𝑌∣𝑋 (𝑦 ∣𝑥) > 0 的所有 𝑦 的可能取值构成的集合

5.3.1 离散情形
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条件分布的应用

• 随机变量 𝑋 的不同实现值 𝑥 对应 𝑌 的不同条件分布。

✓ 例如，假定 𝑋 为取 0 和 1 两个可能实现值的状态变量。

➢ 当 𝑋 = 0 时 (如代表股市为熊市)，股票收益率 𝑌 的波

动较大；

➢ 当 𝑋 = 1 时 (如代表股市为牛市)，股票收益率 𝑌 的波

动较小。

✓ 再如，假设 𝑌 表示雇员的工资收入，𝑋 为表示性别的虚

拟变量，对女性雇员其取值为 1，对男性雇员其取值为 0。

➢ 𝑓𝑌∣𝑋 (𝑦 ∣ 1) 表示女性雇员工资收入的分布，

➢ 𝑓𝑌∣𝑋 (𝑦 ∣ 0) 表示男性雇员工资收入的分布。

5.3.1 离散情形
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条件 PMF 的乘法法则

• 根据条件 PMF 的定义，有如下乘法法则：𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦)𝑓𝑌(𝑦)
✓ 其中，只要 𝑓𝑋(𝑥) > 0，第一个等式恒成立；

✓ 只要 𝑓𝑌(𝑦) > 0，第二个等式恒成立。

• 上述乘法法则说明联合 PMF 可等价地由条件 PMF 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)
与边际 PMF 𝑓𝑋(𝑥) 联合描述。

✓ 对 𝑋 的不同取值 𝑥，𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 条件下的概率分布可能

并不相同，由此构成了一个关于 𝑌 的概率分布族，其中每

个 𝑥 对应 𝑌 的一个概率分布。当描述整个分布族时，可用

“𝑌 ∣ 𝑋 的分布”表示。

5.3.1 离散情形
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离散情形条件分布总结

• 随机变量 𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件 PMF 定义为𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑃(𝑌 = 𝑦 ∣ 𝑋 = 𝑥)= 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑓𝑋(𝑥)
其中 𝑓𝑋(𝑥) > 0。

• 若定义事件 𝐴 = {𝑋 = 𝑥} 和 𝐵 = {𝑌 = 𝑦}，则𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑃(𝐵 ∣ 𝐴) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)𝑃(𝐴)

5.3.1 离散情形



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30 62

第三节条件分布

5.3.2 连续情形

• 连续随机变量：需要扩展离散情形下 PMF 的概念

• 与离散情形不同，若 𝑋 和 𝑌 均为连续随机变量，则对任意 𝑥，

有 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 0。

• 因此，在计算诸如 𝑃(𝑌 > 5 ∣ 𝑋 = 10) 的条件概率时，由于分

母 𝑃(𝑋 = 10) = 0 ，无法使用定义 𝑃(𝐴|𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)/𝑃(𝐵) ，

其中 𝐵 = {𝑋 = 10}。
• 可证明当 𝑋 和 𝑌 连续时，可将 PMF 替换为 PDF，采用与离

散情形类似的方式定义给定 𝑋 = 𝑥 下 𝑌 的条件概率分布。
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• 假定 𝑋 和 𝑌 具有联合连续分布，其联合 PDF 为 𝑓𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦)，
边际 PDF 分别为 𝑓𝑋(𝑥) 和 𝑓𝑌(𝑦)。则给定 𝑋 = 𝑥 下 𝑌 的条件

PDF 定义为 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑓𝑋(𝑥)
其中 𝑓𝑋(𝑥) > 0。

• 类似地，𝑋 基于 𝑌 = 𝑦 的条件 PDF 为𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑓𝑌(𝑦)
其中 𝑓𝑌(𝑦) > 0。

定义 5.10 [条件 PDF]

5.3.2 连续情形
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定义 5.10 含义
• 注意

✓ 对离散随机变量 (𝑋, 𝑌)，条件 PMF 𝑓𝑌∣𝑋 (𝑦 ∣ 𝑥) 是在给定事

件 {𝑋 = 𝑥} 发生时事件 {𝑌 = 𝑦} 发生的概率，

✓ 而对于连续随机变量 (𝑋, 𝑌)，条件 PDF 𝑓𝑌∣𝑋 (𝑦 ∣ 𝑥) 则定义

为联合 PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 和边际 PDF 𝑓𝑋(𝑥) 的比值。

5.3.2 连续情形
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• 对任意满足 𝑓𝑋(𝑥) > 0 的 𝑥 ∈ ℝ， 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) 为 𝑌 的 PDF。

即

(1) 对任意 𝑦 ∈ (−∞,∞)，有 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) ≥ 0；

∞∞−׬ (2) 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 1。

• 上述性质对 𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦) 同样成立。

引理 5.6 [条件 PDF 的性质]

5.3.2 连续情形
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证明：

• 设 𝑓𝑋(𝑥) > 0 ， 则 对 所 有 𝑦 ∈ (−∞,∞) ， 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) =𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)/𝑓𝑋(𝑥) 有定义且非负。

• 此外， න−∞∞ 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)𝑑𝑦 = න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑓𝑋(𝑥) 𝑑𝑦= 1𝑓𝑋(𝑥)න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦= 1𝑓𝑋(𝑥) 𝑓𝑋(𝑥)= 1
证毕。

5.3.2 连续情形
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• 给定任意满足 𝑓𝑋(𝑥) > 0 的 𝑥 值，𝑓𝑌 |𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) 为 𝑌 的 PDF。

不同的 𝑥 值对应 𝑌 的不同分布。这意味着可用 𝑋 的相关信息

预测 𝑌 的分布。

5.3.2 连续情形

例 5.11：

假设二维随机变量 (𝑋, 𝑌) 服从 {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1} 上的均匀分

布。求 (1) 𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件概率；(2) 𝑃(𝑌 > 0 ∣ 𝑋 = 0)。
CONTINUE
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解：

(1) (𝑋, 𝑌) 的联合 PDF 为𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = ቐ1𝜋 , 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 10, 其他

且支撑 Ω𝑋𝑌 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1} 为 𝑥𝑦 平面上以原点(0, 0) 为中心的单位圆。

• 对 −1 ≤ 𝑥 ≤ 1，有𝑓𝑋(𝑥) = ∞∞−׬ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦= −׬ 1−𝑥21−𝑥2 1𝜋 𝑑𝑦= 2𝜋 1 − 𝑥2

5.3.2 连续情形

CONTINUE
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解 (Cont.)：

• 因此，对于 −1 < 𝑥 < 1，𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件 PDF 为𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦)𝑓𝑋(𝑥)= ቐ 12 1−𝑥2 , − 1 − 𝑥2 ≤ 𝑦 ≤ 1 − 𝑥20, 其他

5.3.2 连续情形

CONTINUE
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解 (Cont.)：

(2) 𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件分布依赖于 𝑥 的大小。当 𝑥 = 0 时，有𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 0) = ቐ12 , 1 < 𝑦 < 10, 其他
• 因此 𝑃(𝑌 > 0 ∣ 𝑋 = 0) = න0∞ 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 0)𝑑𝑥

= න01 12𝑑𝑦= 12

5.3.2 连续情形



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30 71

◆ 问题 5.6

如何解释条件 𝑃𝐷𝐹 𝑓𝑌∣𝑋 (𝑦 ∣ 𝑥)？
第三节 条件分布

• 对满足 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) > 0 的任意给定 (𝑥, 𝑦)，考 虑 两 个 事 件𝐴(𝑥) = 𝑥 − 𝜖2 < 𝑋 ≤ 𝑥 + 𝜖2 和 𝐵(𝑦) = 𝑦 − 𝜖2 < 𝑌 ≤ 𝑦 + 𝜖2 ,
其中 𝜖 为很小的正常数。

• 由中值定理 (the mean value theorem) 可得𝑃[𝐴(𝑥) ∩ 𝐵(𝑦)] = 𝑦−𝜖/2𝑦+𝜖/2׬ 𝑥−𝜖/2𝑥+𝜖/2׬ 𝑓𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣≈ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝜖2𝑃[𝐴(𝑥)] = 𝑥−𝜖/2𝑥+𝜖/2׬ 𝑓𝑋(𝑢)𝑑𝑢≈ 𝑓𝑋(𝑥)𝜖
CONTINUE
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• 则有 𝑃[𝐵(𝑦) ∣ 𝐴(𝑥)] = 𝑃[𝐴(𝑥) ∩ 𝐵(𝑦)]𝑃[𝐴(𝑥)]≈ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝜖2𝑓𝑋(𝑥)𝜖= 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)𝜖
• 这意味着条件 PDF 𝑓𝑌∣𝑋 (𝑦 ∣ 𝑥) 和下式的条件概率成正比𝑃[𝐵(𝑦) ∣ 𝐴(𝑥)] = 𝑃 ฬ𝑦 − 𝜖2 < 𝑌 ≤ 𝑦 + 𝜖2 𝑥 − 𝜖2 < 𝑋 ≤ 𝑥 + 𝜖2
• 即 𝑓𝑌∣𝑋 (𝑦 ∣ 𝑥) 与给定 𝑋 在 𝑥 附近取值时，𝑌 在 𝑦 附近取值的

概率成正比。

5.3.2 连续情形
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连续情形的乘法法则（与离散情形类似）

• 乘法法则𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦)𝑓𝑌(𝑦)
• 其中，

✓ 当 𝑓𝑋(𝑥) > 0 时，第一个等式成立；

✓ 当 𝑓𝑌(𝑦) > 0 时，第二个等式成立。

5.3.2 连续情形
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当存在两个以上随机变量时，可考虑多种条件分布

• 例如，可定义 𝑓𝑋𝑖∣𝑿𝑖−1 𝑥𝑖 ∣ 𝒙𝑖−1 = 𝑓𝑿𝑖 𝒙𝑖𝑓𝑿𝑖−1 𝒙𝑖−1
其中 𝑓𝑿𝑖−1 𝒙𝑖−1 > 0,𝑿𝑖−1 = 𝑋1,···, 𝑋𝑖−1 ′, 𝒙𝑖−1 = 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑖−1 ′ 。

• 同样可定义𝑓𝑋1,𝑋2 ∣ 𝑋3,𝑋4 𝑥1, 𝑥2 ∣ 𝑥3, 𝑥4 = 𝑓𝑋1𝑋2𝑋3𝑋4 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4𝑓𝑋3𝑋4 𝑥3, 𝑥4
其中 𝑓𝑋3𝑋4 𝑥3, 𝑥4 > 0。

5.3.2 连续情形
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第一节随机向量及其联

合概率分布

第二节边际分布

第三节条件分布

第四节独立性

第五节二元变换

第六节二元正态分布

第七节期望与协方差

第八节联合矩生成函数

第九节独立性和期望

第十节条件期望

第十一节小结

目 录
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对于两个随机变量 𝑋 和 𝑌，若𝐹𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋 𝑥 𝐹𝑌(𝑦), 对所有 −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞
则称二者相互独立，其中 𝐹𝑋𝑌(·), 𝐹𝑋(·), 𝐹𝑌 (·) 分别为联合和边际

CDF。

定义 5.11 [独立性 (Independence)]

• 上述独立性的定义等价于以下定义，即对任意实数子集 𝐴 ∈Ω𝑋 和 𝐵 ∈ Ω𝑌，有𝑃(𝑋 ∈ 𝐴, 𝑌 ∈ 𝐵) = 𝑃(𝑋 ∈ 𝐴)𝑃(𝑌 ∈ 𝐵)
• 无论 𝑋 和 𝑌 是离散还是连续随机变量，上述独立性的定义均

成立。对于离散情形，可用联合和边际 PMF 刻画独立性。
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对于两个离散随机变量 (𝑋, 𝑌)， 𝑋 和 𝑌 相互独立，当且仅当𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦), 对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
其中 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)，𝑓𝑋 𝑥 ，𝑓𝑌(𝑦) 分别为联合和边际 PMF。

定理 5.2
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证明：

(1)[必要性] 

• 根据独立性的定义，有𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋 𝑥 𝐹𝑌(𝑦), 对所有 −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞
• 不失一般性，假设：

✓ 𝑋 的可能取值按照升序排列：𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 <···，
✓ 𝑌 的可能取值也按升序排列：𝑦1 < 𝑦2 < 𝑦3 <···。

• 当 𝑖 > 1 时，对上式关于 𝑥 求差分，即从 𝑥𝑖−1 到 𝑥𝑖 的差分，

得 Δ𝑋𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦 = 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦 − 𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖−1, 𝑦= 𝐹𝑋 𝑥𝑖 − 𝐹𝑋 𝑥𝑖−1 𝐹𝑌(𝑦)
CONTINUE
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• 进一步当 𝑗 > 1 时，对上式关于 𝑦 求差分，可得Δ𝑌Δ𝑋𝐹𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 = 𝐹𝑋 𝑥𝑖 − 𝐹𝑋 𝑥𝑖−1 𝐹𝑌 𝑦𝑗 − 𝐹𝑌 𝑦𝑗−1
• 由此可得联合 PMF 和边际 PMF 之间的关系为𝑓𝑋𝑌(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) = 𝑓𝑋 𝑥𝑖 𝑓𝑌(𝑦𝑗), 𝑖, 𝑗 > 1
• 当 𝑖 = 1 或 𝑗 = 1 时，可得相同结果 (请自行证明) 。

(2) [充分性]

• 假设有𝑓𝑋𝑌 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 = 𝑓𝑋 𝑥𝑖 𝑓𝑌(𝑦𝑗), 对所有 𝑖, 𝑗 = 1, 2,· · ·
• 进一步假设 𝑥𝑖 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑖+1, 𝑦𝑖≤ 𝑦 < 𝑦𝑖+1。

证明 (Cont.)：

CONTINUE
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第四节独立性

• 则有 𝐹𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝑃 𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦= ෍𝑖′=1
𝑖 ෍𝑗′=1

𝑗 𝑓𝑋𝑌 𝑥𝑖′ , 𝑦𝑗′
= ෍𝑖′=1

𝑖 𝑓𝑋 𝑥𝑖′ ෍𝑗′=1
𝑗 𝑓𝑌 𝑦𝑗′= 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌(𝑦)

• 由于 𝑖, 𝑗 为任意值，故 𝑥 和 𝑦 也为任意值。因此，对 𝑥𝑦 平面

上的所有 (𝑥, 𝑦)，有 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋 𝑥 𝐹𝑌(𝑦)。
证毕。

证明 (Cont.)：



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30 81

第四节独立性

假设 𝑋 和 𝑌 为两个连续随机变量，则 𝑋 和 𝑌 相互独立，当且

仅当 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦), 对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
其中 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)，𝑓𝑋(𝑥) 和 𝑓𝑌(𝑦) 为联合和边际 PDF。

定理 5.3
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证明：

(1) [必要性] 首先证明若 (𝑋, 𝑌) 相互独立，则对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ℝ2，有 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦)。
• 假设 (𝑋, 𝑌) 相互独立，根据定义可知𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋 𝑥 𝐹𝑌(𝑦), 对所有 𝑥, 𝑦
• 对上式两边分别关于 𝑥 和 𝑦 求偏导数，可得𝜕2𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥𝜕𝑦 = 𝜕2𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌(𝑦)𝜕𝑥𝜕𝑦= 𝜕𝐹𝑋(𝑥)𝜕𝑥 𝜕𝐹𝑌(𝑦)𝜕𝑦
• 这意味着𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦), 对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

CONTINUE
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(2)[充分性] 需要证明当 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦) 时，𝑋 和 𝑌 相互

独立。

• 假设对任意 (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2，有 𝑓𝑋𝑌(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝑋 𝑢 𝑓𝑌(𝑣)，则对其求

积分可得න−∞𝑦 න−∞𝑥 𝑓𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 = න−∞𝑦 න−∞𝑥 𝑓𝑋(𝑢)𝑓𝑌(𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣= න−∞𝑥 𝑓𝑋(𝑢)𝑑𝑢න−∞𝑦 𝑓𝑌(𝑣)𝑑𝑣
• 即 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋 𝑥 𝐹𝑌(𝑦),  对所有 −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞
• 根据定义可知 𝑋 和 𝑌 相互独立。

证毕。

证明 (Cont.)：
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例 5.12：

假设 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 4𝑥𝑦，其中 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 和 0 ≤ 𝑦 ≤ 1。那么 𝑋 和𝑌 是否相互独立？

解：在例 5.8 中，已求得

✓ 对 0 ≤ 𝑥 ≤ 1，有 𝑓𝑋(𝑥) = 2𝑥；

✓ 对 0 ≤ 𝑦 ≤ 1，有 𝑓𝑌(𝑦) = 2𝑦。

• 因此 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦) = 4𝑥𝑦 = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦), 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1
• 同时，对所有由 0 ≤ 𝑥 ≤ 1，0 ≤ 𝑦 ≤ 1 定义的矩形区域外的(𝑥, 𝑦)，有 𝑓𝑋𝑌(𝑥𝑦) = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦) = 0。

• 由此可知，对 𝑥𝑦 平面上所有的 (𝑥, 𝑦)，𝑓𝑋𝑌(𝑥𝑦) = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦)，
即 𝑋 和 𝑌 相互独立。
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例 5.13：

假设 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 8𝑥𝑦，0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 1。𝑋 和 𝑌 是否相互独立？

解：

• 支撑 Ω𝑋𝑌 = {(𝑥, 𝑦) ∶ 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 1} 为上三角区域。

• 分别对 𝑦 和 𝑥 求积分，可得边际 PDF

✓ 𝑓𝑋(𝑥) = 4𝑥(1 − 𝑥2), 0 ≤ 𝑥 ≤ 1
✓ 𝑓𝑌(𝑦) = 4𝑦3, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1

• 由于当 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑦 ≤ 1 时，𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦) ≠ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)，因此，𝑋
和 𝑌 并不独立。
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两个随机变量 𝑋 和 𝑌 相互独立，当且仅当联合 PMF/PDF 可写

成 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦), 对所有 −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞。

定理 5.4 [因子分解定理 (Factorization Theorem)]

证明：此处只证明连续情形。离散情形的证明类似可得。

(1) 

• 若 𝑋 和 𝑌 相互独立，则𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦), 对所有−∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞。

其中，令 𝑔(𝑥) = 𝑓𝑋(𝑥) 和 ℎ(𝑦) = 𝑓𝑌(𝑦)，即可得证。

CONTINUE
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(2) 

• 现假设存在某些函数 𝑔(·) 和 ℎ(·)，使得𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦), 对所有 −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞
• 则可得边际 PDF 𝑓𝑋(𝑥) = න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦= න−∞∞ 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦)𝑑𝑦= 𝑔(𝑥)න−∞∞ ℎ(𝑦)𝑑𝑦𝑓𝑌(𝑦) = ℎ(𝑦)න−∞∞ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

证明 (Cont.)：

CONTINUE
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• 因此，𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦) = 𝑔(𝑥)න−∞∞ ℎ(𝑣)𝑑𝑣 ℎ(𝑦)න−∞∞ 𝑔(𝑢)𝑑𝑢
= 𝑔(𝑥)ℎ(𝑦)න−∞∞ න−∞∞ 𝑔(𝑢)ℎ(𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣= 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦), 对所有 −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞

• 上述推导中使用了如下等式න−∞∞ න−∞∞ 𝑓𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 = න−∞∞ න−∞∞ 𝑔(𝑢)ℎ(𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣= 1
证毕。

证明 (Cont.)：
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两个随机变量 𝑋 和 𝑌 相互独立，当且仅当联合 PMF/PDF 可写成𝑓𝑌∣𝑋 𝑦 𝑥 = 𝑓𝑌 𝑦 , 对所有(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
其中 𝑓𝑋(𝑥) > 0；并且𝑓𝑋∣𝑌 𝑥 𝑦 = 𝑓𝑋 𝑥 , 对所有(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
其中 𝑓𝑌(𝑦) > 0。

定理 5.5 

证明：若 𝑋 和 𝑌 相互独立，对 𝑥𝑦 平面上的所有 (𝑥, 𝑦)，有𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦)。
CONTINUE
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• 因此， 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑓𝑋(𝑥)= 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦)𝑓𝑋(𝑥)= 𝑓𝑌(𝑦), 对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
其中 𝑓𝑋(𝑥) > 0。

• 类似有 𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥),对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
其中 𝑓𝑌(𝑦) > 0。

证毕。

证明 (Cont.)：
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例 5.14：

• 假设两个随机变量 𝑋 和 𝑌 的联合 PDF 为𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = ቊ𝑒−𝑦 , 0 < 𝑥 < 𝑦 < ∞0, 其他

(1) 求 𝑓𝑋(𝑥) 和 𝑓𝑌 (𝑦)；
(2) 求 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) 和 𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦)；
(3) 检验 𝑋 和 𝑌 是否相互独立。

CONTINUE
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解：

• 支撑 Ω𝑋𝑌 = {(𝑥, 𝑦): 0 < 𝑥 < 𝑦 < ∞} 为一个上三角区域，

(1) 𝑋 的支撑为 0 < 𝑥 < ∞。由定义𝑓𝑋(𝑥) = ∞∞−׬ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
• 对于 𝑥 ≤ 0，有 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 0。故而对 𝑥 ≤ 0，有 𝑓𝑋(𝑥) = 0。

• 对 𝑥 > 0， 𝑓𝑋(𝑥) = ∞𝑥׬ 𝑒−𝑦𝑑𝑦= 𝑒−𝑥
• 因此 𝑓𝑋(𝑥) = ቊ𝑒−𝑥, 𝑥 > 00, 其他

• 需要注意，不论 𝑋 和 𝑌 是否相互独立，边际 PDF 𝑓𝑋(𝑥) 都与𝑦 无关。 CONTINUE
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解 (Cont.):

• 下面计算 𝑓𝑌(𝑦)。𝑌 的支撑为 0 < 𝑦 < ∞。

• 由于对 𝑦 ≤ 0，有 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 0，所以对 𝑦 ≤ 0，𝑓𝑌(𝑦) = 0。

• 对 𝑦 > 0， 𝑓𝑌(𝑦) = ∞∞−׬ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥= 0𝑦׬ 𝑒−𝑦𝑑𝑥= 𝑦𝑒−𝑦
• 因此 𝑓𝑌(𝑦) = ቊ𝑦𝑒−𝑦 , 𝑦 > 00, 其他

CONTINUE
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解 (Cont.):

(2) 首先计算 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)。因为对 𝑥 ≤ 0，有 𝑓𝑋(𝑥) = 0，条件

PDF 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) 仅对任意给定 𝑥 > 0 有定义。

• 给定任意的 𝑥 > 0，有𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥,𝑦)𝑓𝑋(𝑥)= 𝑒−𝑦𝑒−𝑥 , 0 < 𝑥 < 𝑦 < ∞
• 因此 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = ቊ𝑒−(𝑦−𝑥), 𝑦 ∈ (𝑥,∞)0, 𝑦 ∈ (−∞, 𝑥]
• 上式意味着，𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件分布为支撑为 𝑦 ∈ (𝑥,∞) 的

指数分布。
CONTINUE
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解 (Cont.): 

• 以下计算 𝑓𝑋|𝑌(𝑥| 𝑦)。因为 𝑦 ≤ 0 时，𝑓𝑌(𝑦) = 0，条件 PDF𝑓𝑋|𝑌(𝑥| 𝑦) 仅对任意给定 𝑦 > 0 有定义。根据定义可得𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑓𝑌(𝑦)= 𝑒−𝑦𝑦𝑒−𝑦= 1𝑦 , 𝑥 ∈ (0, 𝑦)
CONTINUE
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解 (Cont.): 

• 因此，对任意给定 𝑦 > 0，

𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦) = ൞1𝑦 , 𝑥 ∈ (0, 𝑦)0, 其他

• 这意味着 𝑋 基于 𝑌 = 𝑦 服从区间 (0, 𝑦) 上的均匀分布。

(3) 由于对 0 < 𝑥 < 𝑦 < ∞，𝑓𝑋∣𝑌(𝑥 ∣ 𝑦) ≠ 𝑓𝑋(𝑥)，故 𝑋 和 𝑌 并非

相互独立。
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对于 𝑛 个随机变量 𝑋1,· · · , 𝑋𝑛，若联合 CDF 等于边际 CDF 的乘

积 𝐹𝑿𝑛 𝒙𝑛 = ෑ𝑖=1𝑛 𝐹𝑋𝑖 𝑥𝑖 , 对所有 −∞ < 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛 < ∞
则其相互独立，其中 𝑿𝑛 = (𝑋1,· · ·, 𝑋𝑛)′ 并且 𝒙𝑛 = (𝑥1,· · ·, 𝑥𝑛)′ 。

定义 5.12
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例 5.15：

• 假设随机变量 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 的联合 PDF 为𝑓𝑋1𝑋2𝑋3 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 = ቊ 𝑥1 + 𝑥2 𝑒−𝑥3 , 0 < 𝑥1 < 1,0 < 𝑥2 < 1, 𝑥3 > 00, 其他
• 可以证明 𝑋1，𝑋2 和 𝑋3 两两独立 (pairwise independent)，但

三者并非联合独立 (jointly independent)。
• 这与第二章例 2.58 中三个事件两两独立，但并非联合独立的

情形类似。

• 何时两两独立意味着联合独立呢？
✓ 若存在此类情形，将大大简化对多维情形下相互独立性的

判断。
✓ 一个例子是多维正态分布，其两两独立意味着联合独立。

参见本章第六节和第八节的讨论。
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第一节随机向量及其联

合概率分布

第二节边际分布

第三节条件分布

第四节独立性

第五节二元变换

第六节二元正态分布

第七节期望与协方差

第八节联合矩生成函数

第九节独立性和期望

第十节条件期望

第十一节小结
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◆ 问题
现在假设有二元变换 (bivariate transformation)ቊ𝑈 = 𝑔1(𝑋, 𝑌)𝑉 = 𝑔2(𝑋, 𝑌)
其中 (𝑋, 𝑌) 的联合 PMF/PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 已给定。那么如何求(𝑈, 𝑉) 的联合 PMF/PDF 𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣)？

第五节二元变换
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第五节二元变换

例 5.17：

某商品的需求 𝑈 和供给 𝑉 均是商品价格 𝑋 和消费者收入 𝑌 的

函数。

例 5.16：

假设 𝑋 和 𝑌 是引起欧元汇率 𝑈 和日元汇率 𝑉 波动的两个共同

因素。那么，𝑈 和 𝑉 均为 𝑋 和 𝑌 的函数。

二元变换在经济学和金融学的重要性
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第五节二元变换𝒏元变换
• 对两个以上随机变量的情形，可推导类似的多元变换定理。𝑈1 = 𝑔1(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)𝑈2 = 𝑔2(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)…𝑈𝑛 = 𝑔𝑛(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛)
• 给定联合分布 𝑓𝑋1⋯𝑋𝑛 𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 , 我们可以求得联合分布𝑓𝑈1…𝑈𝑛 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 。
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• 通常我们不关心联合分布 𝑓𝑈1…𝑈𝑛 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 ，我们只关注

一个变量的分布。例如，一个估计量或检验统计量通常表示

为随机样本的一个函数 𝑈1 = 𝑔1(𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛), 知道该估计量

或检验统计量的分布有助于我们建立统计推断理论。

• 因此，得到联合分布后可以求得 𝑈1 的边际分布。𝑓𝑈1 𝑢1 = ׬ ׬⋯ 𝑓𝑈1…𝑈𝑛 𝑢1, … , 𝑢𝑛 𝑑𝑢2⋯𝑑𝑢𝑛
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• 对于二元变换 ቊ𝑈 = 𝑔1(𝑋, 𝑌)𝑉 = 𝑔2(𝑋, 𝑌)
其中函数 𝑔1(·,·) 和 𝑔2(·,·) 关于 (𝑥, 𝑦) 连续可导。

• 则 2 × 2 维矩阵

𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦
称为 (𝑈, 𝑉) 的雅可比矩阵，其行列式称为 (𝑈, 𝑉) 的雅可比。

定义 5.13 [雅可比矩阵 (Jacobian Matrix)和雅可比 (Jacobian)]
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• 假设 𝐴 和 𝐵 是 ℝ2 的子集，𝑔1: 𝐴 → 𝐵 和 𝑔2: 𝐴 → 𝐵 是连续

可导函数，且 𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) 的行列式对任意 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 非零。则

存在如下函数 ቊ𝑋 = ℎ1(𝑈, 𝑉)𝑌 = ℎ2(𝑈, 𝑉)
• 其中 ℎ1: 𝐵 → 𝐴 和 ℎ2 ∶ 𝐵 → 𝐴 是 𝐵 上的连续可导函数，且满

足条件 ℎ1 𝑔1(𝑥, 𝑦), 𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑥ℎ2 𝑔1(𝑥, 𝑦), 𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑦
• 则向量函数 {ℎ1(·), ℎ2(·)} 称为向量函数 {𝑔1(·), 𝑔2(·)} 的反

函数。

定义 5.14 [反函数 (Inverse Function)]
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(𝑋, 𝑌) 的雅可比矩阵为

𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣) = 𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣= 𝐽𝑈𝑉−1(𝑥, 𝑦)
其中 𝑥 = ℎ1(𝑢, 𝑣)，𝑦 = ℎ2(𝑢, 𝑣)。

定理 5.6 ：

CONTINUE
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证明：

• 由反函数定义，已知如下恒等式成立ℎ1 𝑔1(𝑥, 𝑦), 𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑥ℎ2 𝑔1(𝑥, 𝑦), 𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑦
• 令 𝑢 = 𝑔1(𝑥, 𝑦)，𝑣 = 𝑔2(𝑥, 𝑦)，并且对第一个恒等式分别关

于 𝑥 和 𝑦 求微分可得𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣 𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 = 1𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 + 𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣 𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 = 0
CONTINUE



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
108
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证明 (Cont.):

• 类似地，对第二个恒等式分别关于 𝑥 和 𝑦 求微分可得𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 + 𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣 𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 = 0𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 + 𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣 𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 = 1
• 将上述四个微分方程表示成矩阵形式，可得𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣

𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 = 1 00 1
CONTINUE
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证明 (Cont.):

• 或 𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝐼
• 其中 𝐼 为 2 × 2 的单位矩阵。由于 𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) 对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴

均是非奇异的，对上式右乘 𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) 的逆，可得𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣) = 𝐽𝑈𝑉−1(𝑥, 𝑦)
证毕。
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例 5.19：

两个随机变量 (𝑈, 𝑉) ∶ ℝ2 → ℝ2 分别定义为 𝑈 ≡ 𝑔1(𝑥, 𝑦) = 𝑋𝑌
和 𝑉 ≡ 𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑋。则 𝑔:ℝ2 → ℝ2 为一一映射 (one-to-one

mapping)，且具有反函数 ℎ ∶ ℝ2 → ℝ2。

(1) 求反函数；

(2) 证明 𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣) = 𝐽𝑈𝑉−1 (𝑥, 𝑦)，其中 𝑢 = 𝑥𝑦 与 𝑣 = 𝑥。

CONTINUE
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第五节二元变换

解：

(1) 给定 𝑈 = 𝑋𝑌 = 𝑔1(𝑋, 𝑌)𝑉 = 𝑋 = 𝑔2(𝑋, 𝑌)
有反函数

𝑋 = ℎ1(𝑈, 𝑉) = 𝑉𝑌 = ℎ2(𝑈, 𝑉) = 𝑈𝑉
CONTINUE
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第五节二元变换

解 (Cont.)：

(2) 根据定义，反函数的雅可比矩阵为

𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣) = 𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣= 0 11𝑣 − 𝑢𝑣2

CONTINUE
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第五节二元变换

解 (Cont.)：

• 进一步地，原函数 𝑈 = 𝑔1(𝑋, 𝑌) = 𝑋𝑌 ，𝑉 = 𝑔2(𝑋, 𝑌) = 𝑋 的

雅可比矩阵为

𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦= 𝑦 𝑥1 0

CONTINUE
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第五节二元变换

解 (Cont.)：

• 其逆矩阵为 𝐽𝑈𝑉−1(𝑥, 𝑦) = − 1𝑥 0 −𝑥−1 𝑦= 0 11𝑥 −𝑦𝑥= 0 11𝑣 − 𝑢𝑣2= 𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)
其中 𝑢 = 𝑥𝑦 和 𝑣 = 𝑥。
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◆ 问题

现在考察更为一般的情况：假设 (𝑋, 𝑌) 的联合 PDF 为𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)，且 ቊ𝑈 = 𝑔1(𝑋, 𝑌)𝑉 = 𝑔2(𝑋, 𝑌)
那么，如何求 (𝑈, 𝑉) 的联合 PDF 𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣)？

第五节二元变换
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• 假设二元连续型随机变量 (𝑋, 𝑌) 的联合 PDF 为 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)，并

记 (𝑋, 𝑌) 的支撑为 Ω𝑋𝑌 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) > 0}。定义ቊ𝑈 = 𝑔1(𝑋, 𝑌)𝑉 = 𝑔2(𝑋, 𝑌)
• 其中，𝑔: Ω𝑋𝑌 → ℝ2 为一一映射、在 Ω𝑋𝑌 上连续可导，且对

所有 (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝑋𝑌，有行列式 det[𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦)] ≠ 0。

• 则 (𝑈, 𝑉) 的联合 PDF 为𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) det 𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣) , 对所有 (𝑢, 𝑣) ∈ Ω𝑈𝑉
• 其中 𝑥 = ℎ1(𝑢, 𝑣)，𝑦 = ℎ2(𝑢, 𝑣)，且 Ω𝑈𝑉 = ൛ൟ 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ2: 𝑢 =𝑔1 𝑥, 𝑦 , 𝑣 = 𝑔2 𝑥, 𝑦 , 对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝑋𝑌 为 (𝑈, 𝑉) 的支撑。

定理 5.7 [二元变换 (Bivariate Transformation)]
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证明：

• 对 (𝑈, 𝑉) 支撑 Ω𝑈𝑉 上的任意 (𝑢, 𝑣)，有𝐹𝑈𝑉 𝑢, 𝑣 = 𝑃 𝑈 ≤ 𝑢, 𝑉 ≤ 𝑣= 𝑃 𝑔1 𝑋, 𝑌 ≤ 𝑢, 𝑔2 𝑋, 𝑌 ≤ 𝑣= ඵ𝔸(𝑢,𝑣) 𝑓𝑋𝑌 𝑥′, 𝑦′ 𝑑𝑥′𝑑𝑦′
• 其中，二重积分在集合 𝐴(𝑢, 𝑣) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 ∶ 𝑔1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑢

和 𝑔2(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑣} 上运算。

• 令变量变换 𝑠 = 𝑔1(𝑥′, 𝑦′) 和 𝑡 = 𝑔2(𝑥′, 𝑦′)，并且运用二重积

分的变量替换公式，得𝐹𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = න−∞𝑣 න−∞𝑢 1det 𝐽𝑈𝑉 𝑥′, 𝑦′ 𝑓𝑋𝑌 𝑥′, 𝑦′ 𝑑𝑠𝑑𝑡
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证明 (Cont.)：

• 其中 (𝑥′, 𝑦′) 满足约束 𝑔1(𝑥′, 𝑦′) = 𝑠 和 𝑔2(𝑥′, 𝑦′) = 𝑡。对上式

两边关于 (𝑢, 𝑣) 求偏导，可得𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = 𝜕2𝐹𝑈𝑉(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢𝜕𝑣= 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 1det 𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦)
• 其中 𝑥 = ℎ1(𝑢, 𝑣)，𝑦 = ℎ2(𝑢, 𝑣)。根据 𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝐽𝑋𝑌−1 (𝑢, 𝑣)，

同样有 𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) det 𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)
证毕。
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定理 5.7 含义

• 为更好地理解二元变换定理，考察事件 𝑢 − 𝜖2 < 𝑈 ≤ 𝑢 + 𝜖2 和𝑣 − 𝜖2 < 𝑉 ≤ 𝑣 + 𝜖2，其中常数 𝜖 > 0。该事件指的是 (𝑈, 𝑉) 在以(𝑢, 𝑣) 为中心的矩形内取值，边长均为 𝜖。当 𝜖 很小时，其概

率约等于 𝑓𝑈𝑉 𝑢, 𝑣 𝜖2。

• 接着，考察等价事件 𝑥 − 𝛿2 < 𝑋 ≤ 𝑥 + 𝛿2 与 𝑦 − 𝛿2 < 𝑌 ≤ 𝑦 + 𝛿2 ,
其中 𝑥 = ℎ1 (𝑢, 𝑣), 𝑦 = ℎ2(𝑢, 𝑣), 𝛿2 = det 𝐽𝑋𝑌 𝑢, 𝑣 𝜖2。
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定理 5.7 含义 (Cont.)

• 等价指的是事件 (𝑈, 𝑉) 在以 (𝑢, 𝑣) 为中心、边长为 𝜖 的矩形

内取值，对应于事件 (𝑋, 𝑌) 在以 (𝑥, 𝑦) 为中心、边长为 𝛿 的

矩形内取值。

• 由于 (𝑈, 𝑉) 在以 (𝑢, 𝑣) 为中心的第一个矩形内取值的概率等

于 (𝑋, 𝑌) 在以 (𝑥, 𝑦) 为中心的第二个矩形内取值的概率，可

知当 𝜖 充分小时，𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣)𝜖2 ∼ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝛿2∼ 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) det 𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣) 𝜖2
则 𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) det 𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)
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定理 5.7 含义 (Cont.)

• 第三章讨论过，对一元变换 𝑌 = 𝑔(𝑋)，其中 𝑔(𝑋) 为连续可导

单调函数，其 PDF 为 𝑓𝑌 𝑦 = 𝑓𝑋 𝑥 ℎ′ 𝑦 = 𝑓𝑋 𝑥 𝑔′ 𝑥 −1
其中 𝑥 = ℎ(𝑦) 为 𝑦 = 𝑔(𝑥) 的反函数。具体参见第三章的定理

3.12。

• 因此，可将二元变换定理视为一元变换定理的扩展。事实上，

对两个以上随机变量的情形，可推导类似的多元变换定理。

• 二元变换定理十分重要，可用于推导一元分布和二元分布。

• 需要强调，一一映射是应用二元变换的关键条件，这与一元变

换要求函数 𝑔(·) 为单调变换是类似的。
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◆ 问题 5.7

若 𝑔(·) 是 (𝑋, 𝑌) 的支撑 𝐴 上的多对一函数，又会怎么样呢？

第五节二元变换

• 若 𝑔(·) 不是一一映射，则上述二元变换定理不适用。

• 然而，若 (𝑋, 𝑌) 的支撑 𝐴 可分解为 𝑘 个互斥子集 𝐴𝑖 𝑖=1𝑘 ，

其中 𝑖 = 1,· · · , 𝑘，则对于 𝐴𝑖 上的 (𝑥, 𝑦)，有 𝑔(𝑥, 𝑦) =𝑔𝑖(𝑥, 𝑦)，其中 𝑔𝑖(𝑥, 𝑦) 是 𝐴𝑖 上的一一映射。

• 与第三章的定理 3.13 的一元情形类似，可证明 𝑓𝑈𝑉 (𝑢, 𝑣) 等

于 𝑓𝑋𝑌 (𝑥, 𝑦) 在 𝑘 个子集 {𝐴𝑖} 上各自变换的总和。
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假设 𝑈 = 𝑔1(𝑋) 和 𝑉 = 𝑔2(𝑌) 是连续可导一一映射的可测函数。

则 𝑋 和 𝑌 相互独立，当且仅当 𝑈 和 𝑉 相互独立。

定理 5.8 

证明：(1) [必要性] 首先证明 𝑋 和 𝑌 相互独立意味着 𝑈 和 𝑉 相

互独立。根据定义可知，雅可比矩阵为𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝑔1′ (𝑥) 00 𝑔2′ (𝑦)
• 雅可比为 det[𝐽𝑈𝑉 (𝑥, 𝑦)] = 𝑔1′ 𝑥 𝑔2′ (𝑦)
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证明 (Cont.)：

• 根据二元变换定理，有𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) det 𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) −1= 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦) 𝑔1′ (𝑥)𝑔2′ (𝑦) −1= 𝑓𝑋(𝑥) 𝑔1′ (𝑥) −1 𝑓𝑌(𝑦) 𝑔2′ (𝑦) −1= 𝑓𝑈(𝑢)𝑓𝑉(𝑣)
• 其中，𝑥 = 𝑔1−1 (𝑢) 和 𝑦 = 𝑔2−1 (𝑣) 分别为 𝑔1(𝑥) 和 𝑔2(𝑦) 的

反函数。因为 (𝑢, 𝑣) 为任意值，故有 𝑈 和 𝑉 相互独立。

(2) [充分性] 其次证明 𝑈 和 𝑉 相互独立意味着 𝑋 和 𝑌 相互独立。

• 对二元变换 𝑋 = 𝑔1−1(𝑈) 和 𝑌 = 𝑔2−1(𝑉) 应用二元变换定理，

参照与 (1) 类似的推导过程即可证明。

证毕。



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
125

第五节二元变换

例 5.20：

• 假设随机变量 𝑋 ∼贝塔分布 𝐵𝐸𝑇𝐴(𝛼, 𝛽)，其 PDF 为𝑓𝑋(𝑥) = Γ(𝛼 + 𝛽)Γ(𝛼)Γ(𝛽) 𝑥𝛼−1(1 − 𝑥)𝛽−1, 0 < 𝑥 < 1
• 随机变量 𝑌 ∼贝塔分布 𝐵𝐸𝑇𝐴(𝛼 + 𝛽, 𝛾)，其 PDF 为𝑓𝑌(𝑦) = Γ(𝛼 + 𝛽 + 𝛾)Γ(𝛼 + 𝛽)Γ(𝛾) 𝑦𝛼+𝛽−1(1 − 𝑦)𝛾−1, 0 < 𝑦 < 1
• 并且 𝑋 和 𝑌 相互独立。

• 定义 𝑈 = 𝑋𝑌 ，𝑉 = 𝑋，求二者的联合 PDF 𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣)。
CONTINUE
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解：

(1) 首先，(𝑋, 𝑌) 的支撑 Ω𝑋𝑌 为一个矩形区域：Ω𝑋𝑌 = (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦) > 0= (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2: 0 < 𝑥 < 1,0 < 𝑦 < 1
• 给定 𝑈 = 𝑋𝑌 和 𝑉 = 𝑋，求得 (𝑈, 𝑉) 的支撑 Ω𝑈𝑉 为Ω𝑈𝑉 = (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2: 𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) > 0= (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2: 0 < 𝑢 < 𝑣, 0 < 𝑣 < 1= (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2: 0 < 𝑢 < 𝑣 < 1
(2) 以下求解反函数 𝑥 = ℎ1(𝑢, 𝑣) 和 𝑦 = ℎ2(𝑢, 𝑣)。给定 𝑢 = 𝑥𝑦，𝑣 = 𝑥，有 𝑥 = ℎ1(𝑢, 𝑣) = 𝑣𝑦 = ℎ2(𝑢, 𝑣) = 𝑢𝑣

CONTINUE
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解 (Cont.)：

(3) (𝑋, 𝑌) 的雅可比矩阵为

𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣) = 𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣= 0 11𝑣 − 𝑢𝑣2
• 因此，雅可比为det 𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣) = det 0 1𝑣−1 −𝑢/𝑣2 = −1𝑣

CONTINUE
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解 (Cont.)：

• 由二元变换定理，得𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) det 𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)= 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦) − 1𝑣= Γ(𝛼+𝛽)Γ(𝛼)Γ(𝛽) 𝑥𝛼−1(1 − 𝑥)𝛽−1 Γ(𝛼+𝛽+𝛾)Γ(𝛼+𝛽)Γ(𝛾)𝑦𝛼+𝛽−1(1 − 𝑦)𝛾−1 1𝑣= Γ(𝛼+𝛽+𝛾)Γ(𝛼)Γ(𝛽)Γ(𝛾) 𝑣𝛼−1(1 − 𝑣)𝛽−1 𝑢𝑣 𝛼+𝛽−1 1 − 𝑢𝑣 𝛾−1 1𝑣
其中 0 < 𝑢 < 𝑣 < 1，𝑥 = 𝑣，𝑦 = 𝑢𝑣。
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例 5.21：

假设 𝑋 和 𝑌 为相互独立的 𝑁(0, 𝜎2) 随机变量。定义 𝑈 = 𝑋2 +𝑌2，𝑉 = 𝑋/ 𝑋2 + 𝑌2。

(1) 求 𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣)；(2) 证明 𝑈 和 𝑉 相互独立。

解：(1) 由 𝑈 = 𝑋2 + 𝑌2 ， 𝑉 = 𝑋/ 𝑋2 + 𝑌2 和 𝑋~𝑁(0, 𝜎2) ，𝑌 ∼ 𝑁(0, 𝜎2) 可知，(𝑈, 𝑉) 的支撑为Ω𝑈𝑉 = (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2: 0 < 𝑢 < ∞,−1 < 𝑣 < 1
• 由于 (𝑥, 𝑦) 和 (𝑥, −𝑦) 对应相同的 (𝑢, 𝑣) 值，(𝑈, 𝑉) 并非一一

映射，故无法直接应用二元变换定理。

• 令 𝑍 = 𝑌2，则从 (𝑋, 𝑍) 到 (𝑈, 𝑉) 为一一映射变换，因此，可

应用二元变换定理。
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解 (Cont.)：

• 对任意 𝑧 ≥ 0，𝑍 = 𝑌2 的分布为：𝐹𝑍(𝑧) = 𝑃 𝑌2 ≤ 𝑧= 𝑃(− 𝑧 ≤ 𝑌 ≤ 𝑧)= 𝐹𝑌( 𝑧) − 𝐹𝑌(− 𝑧)𝑓𝑍(𝑧) = 𝐹𝑍′(𝑧)= 𝑓𝑌( 𝑧) 12 𝑧 + 𝑓𝑌(− 𝑧) 12 𝑧= 12𝜋𝑧𝜎 𝑒−𝑧/2𝜎2 , 𝑧 ≥ 0
• 由于 𝑋 和 𝑌 相互独立，𝑋 和 𝑍 = 𝑌2 也相互独立，所以 (𝑋, 𝑍)

的联合 PDF 为𝑓𝑋𝑍(𝑥, 𝑧) = 12𝜋𝜎2 𝑧 𝑒−𝑥2/2𝜎2𝑒−𝑧/2𝜎2 , −∞ < 𝑥 < ∞, 0 ≤ 𝑧 < ∞
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解 (Cont.)：

• 另外，(𝑋, 𝑍) 的支撑为Ω𝑋𝑍(𝑥, 𝑧) = (𝑥, 𝑧) ∈ ℝ2: −∞ < 𝑥 < ∞, 0 ≤ 𝑧 < ∞
• 𝑈 = 𝑋2 + 𝑍 和 𝑉 = 𝑋/ 𝑋2 + 𝑍 的联合支撑为Ω𝑈𝑉 = (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2: 0 < 𝑢 < ∞,−1 < 𝑣 < 1
• 现在，求反函数 𝑋 = ℎ1(𝑈, 𝑉) 和 𝑍 = ℎ2(𝑈, 𝑉)。给定𝑈 = 𝑋2 + 𝑍, 𝑉 = 𝑋𝑋2+𝑍

有 𝑋 = ℎ1(𝑈, 𝑉) = 𝑉 𝑈𝑍 = ℎ2(𝑈, 𝑉) = 𝑈 1 − 𝑉2
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解 (Cont.)：

• 则 (𝑋, 𝑍) 的雅可比矩阵为

𝐽𝑋𝑍(𝑢, 𝑣) = 𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕ℎ1(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑢 𝜕ℎ2(𝑢, 𝑣)𝜕𝑣= 𝑣2 𝑢 𝑢1 − 𝑣2 −2𝑢𝑣
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解 (Cont.)：

• 根据二元变换定理可得𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝑋𝑍(𝑥, 𝑧) det 𝐽𝑋𝑍(𝑢, 𝑣)= 12𝜋𝜎2 𝑧 𝑒− 𝑥22𝜎2𝑒− 𝑧2𝜎2 det 𝐽𝑋𝑍(𝑢, 𝑣)= 12𝜋𝜎2 𝑢 1 − 𝑣2 𝑒− 𝑢2𝜎2 𝑢
= 12𝜋𝜎2 1 − 𝑣2 𝑒− 𝑢2𝜎2 , 𝑢 > 0,−1 < 𝑣 < 1

• 则𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = ቐ 12𝜋𝜎2 1−𝑣2 𝑒− 𝑢2𝜎2， 0 < 𝑢 < ∞,−1 < 𝑣 < 10, 其他
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解 (Cont.)：

(2) 尽管 𝑈 和 𝑉 均为 (𝑋, 𝑌) 的函数，但对所有 (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2，其

联合 PDF 𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) 可分解成如下两个分别关于 𝑢 和 𝑣 的函数的

乘积，即 𝑔(𝑢) = ൝𝑒− 𝑢2𝜎2 , 𝑢 > 00, 𝑢 ≤ 0
和

ℎ(𝑣) = ൞ 12𝜋𝜎2 1 − 𝑣2 , −1 < 𝑣 < 10, 其他

• 因此，根据因子分解定理 (定理 5.4) 可得 𝑈 和 𝑉 相互独立。
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例 5.22：

假设 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2)，𝑌 ∼ 𝑁(𝜇, 𝜎2)，并且 𝑋, 𝑌 相互独立。令 𝑈 =𝑋 + 𝑌 ，𝑉 = 𝑋 − 𝑌 。

(1) 求 (𝑈, 𝑉) 的联合 PDF；(2) 证明 𝑈 和 𝑉 相互独立。

解：(1) (𝑈, 𝑉) 的支撑为整个 𝑥𝑦 平面。根据 𝑈 = 𝑋 + 𝑌 ，𝑉 =𝑋 − 𝑌 ，有 𝑋 = ℎ1(𝑈, 𝑉) = 12 (𝑈 + 𝑉)，𝑌 = ℎ2(𝑈, 𝑉) = 12 (𝑈 − 𝑉)。(𝑋, 𝑌) 的雅可比矩阵为

𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣) = 12 1212 −12
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解 (Cont.)：

• 根据二元变换定理 (定理 5.7) 以及 𝑥 = 12 (𝑢 + 𝑣) 和 𝑦 =12 (𝑢 − 𝑣)，可得𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) det 𝐽𝑋𝑌(𝑢, 𝑣)= 12𝜋𝜎2 𝑒− 12𝜎2 (𝑥−𝜇)2+(𝑦−𝜇)2 ⋅ 12= 14𝜋𝜎2 𝑒− 18𝜎2(𝑢+𝑣−2𝜇)2𝑒− 18𝜎2(𝑢−𝑣−2𝜇)2
= 14𝜋𝜎2 𝑒− 14𝜎2(𝑢−2𝜇)2𝑒− 14𝜎2𝑣2
= 12𝜋2𝜎2 𝑒− 14𝜎2(𝑢−2𝜇)2 12𝜋2𝜎2 𝑒− 14𝜎2𝑣2 , −∞ < 𝑢, 𝑣 < ∞
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解 (Cont.)：

(2) 从 上 述 𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) 的 表 达 式 可 得 ，𝑈 ∼ 𝑁(2𝜇, 2𝜎2)，𝑉 ∼𝑁(0, 2𝜎2)。而且，其联合 PDF 可写为𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = 𝑔(𝑢)ℎ(𝑣), −∞ < 𝑢, 𝑣 < ∞
其中 𝑔(𝑢) = 12𝜋2𝜎2 𝑒− 14𝜎2(𝑢−2𝜇)2 , −∞ < 𝑢 < ∞
为 𝑁(2𝜇, 2𝜎2) 的 PDF，而ℎ(𝑣) = 12𝜋2𝜎2 𝑒− 14𝜎2𝑣2 , −∞ < 𝑣 < ∞
为 𝑁(0, 2𝜎2) 的 PDF。

• 根据因子分解定理 (定理 5.4) 可得 𝑈 和 𝑉 相互独立。
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例 5.23：

假设 𝑋 ∼ 𝑈[0, 1]，𝑌 ∼ 𝑈[0, 1]，并且 𝑋 和 𝑌 相互独立，求 𝑋 +𝑌 的 PDF。

解：

• (1) 根据 𝑈 = 𝑋 + 𝑌 ，𝑉 = 𝑋，可得 (𝑈, 𝑉) 的支撑为Ω𝑈𝑉 = 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ2: 𝑣 ≤ 𝑢 ≤ 1 + 𝑣, 0 ≤ 𝑣 ≤ 1
支撑 Ω𝑈𝑉 如图 5.6 所示。
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解 (Cont.)：
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解 (Cont.)：

• (2) (𝑈, 𝑉) 的雅可比矩阵 𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) 为

𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 𝜕𝑔1(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑥 𝜕𝑔2(𝑥, 𝑦)𝜕𝑦 = 1 11 0
• 因此，(𝑈, 𝑉) 的雅可比为det 𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) = −1
• (3) 根据二元变换定理，可得𝑓𝑈𝑉(𝑢, 𝑣) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) det 𝐽𝑈𝑉(𝑥, 𝑦) −1= 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦)| − 1|−1= 1, 0 ≤ 𝑣 ≤ 1, 𝑣 ≤ 𝑢 ≤ 1 + 𝑣
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第五节二元变换

解 (Cont.)：

• 对上式关于 𝑣 求积分即可得 𝑈 的 PDF 𝑓𝑈(𝑢)。𝑈 的支撑为0 ≤ 𝑢 ≤ 2。现将其分解为两个子区间：0 ≤ 𝑢 ≤ 1 和 1 ≤ 𝑢 ≤2，并分别考虑。

✓ 情形 (1)：对 0 ≤ 𝑢 ≤ 1，有𝑓𝑈(𝑢) = න0𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢
✓ 情形 (2)：对 1 ≤ 𝑢 ≤ 2，有𝑓𝑈(𝑢) = න𝑢−11 𝑑𝑣= 2 − 𝑢
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第五节二元变换

解 (Cont.)：

• 则 𝑓𝑈 𝑢 = ቐ𝑢,2 − 𝑢0, 0 ≤ 𝑢 ≤ 1, 1 < 𝑢 ≤ 2,
其他

这是一个在支撑 𝑢 ∈ [0, 2] 上，顶点位于 𝑢 = 1 处的三角形密

度函数。
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第五节二元变换

多元变换具有重要作用

• 如前文所述，可将二元变换进一步推广到涉及两个以上随机变

量的多元变换。许多重要的统计量 (例如参数估计量和检验统

计量) 一般都是两个以上随机变量的函数。因此，多元变换在

求解和理解这些重要统计量的分布时具有十分重要的作用。

• 在实际应用中，多元变换往往十分繁琐，特别是涉及的随机变

量个数较多时。幸运的是，在一些特殊情况下有其他更加简便

的方法，例如可用基于矩生成函数（moment generating

function）的方法求解所关注的统计量的概率分布，具体参

见本章的后续示例。
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第一节随机向量及其联

合概率分布

第二节边际分布

第三节条件分布

第四节独立性

第五节二元变换

第六节二元正态分布

第七节期望与协方差

第八节联合矩生成函数

第九节独立性和期望

第十节条件期望

第十一节小结

目 录
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第六节二元正态分布

• 若随机变量 𝑋, 𝑌 的联合 PDF 为𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦= 12𝜋𝜎1𝜎2 1 − 𝜌2 𝑒− 12 1−𝜌2 𝑥−𝜇1𝜎1 2+ 𝑦−𝜇2𝜎2 2−2𝜌 𝑥−𝜇1𝜎1 𝑦−𝜇2𝜎2 ,−∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞
则称其服从联合正态分布，记作 𝐵𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌)，其中|𝜌| ≤ 1。

• 当 (𝜇1, 𝜇2, 𝜎1, 𝜎2) = (0, 0, 1, 1) 时，称 𝐵𝑁(0, 0, 1, 1, 𝜌) 为标准

二元正态分布。

定义 5.15 [二元正态分布 (Bivariate Normal Distribution)]：
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第六节二元正态分布

• 二元正态分布的联合 PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 的另一种表述是𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 1(2𝜋)2det(Σ) 𝑒−12(𝑧−𝜇)′Σ−1(𝑧−𝜇)
• 其中 𝑧 = (𝑥, 𝑦)′，𝜇 = (𝜇1, 𝜇2)′，且Σ = 𝜎12 𝜌𝜎1𝜎2𝜌𝜎1𝜎2 𝜎22 = 𝜎1 00 𝜎2 1 𝜌𝜌 1 𝜎1 00 𝜎2
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第六节二元正态分布(𝑋, 𝑌) ∼ 𝐵𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌) 在参数不同取值下的 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)
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第六节二元正态分布

• 现在考察当 (𝑋, 𝑌) ∼ 𝐵𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌) 时，如何求解 𝑋 和 𝑌
的边际 PDF 和 𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件 PDF 和 𝑋 基于 𝑌 = 𝑦 的

条件 PDF。

• 令𝑞(𝑥, 𝑦) = 11 − 𝜌2 𝑥 − 𝜇1𝜎1 2 − 2𝜌 𝑥 − 𝜇1𝜎1 𝑦 − 𝜇2𝜎2 + 𝑦 − 𝜇2𝜎2 2
• 则二元正态分布的联合 PDF 可表述为𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 12𝜋𝜎1𝜎2 1 − 𝜌2 𝑒−12𝑞(𝑥,𝑦)
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第六节二元正态分布

• 经简单代数运算，可得1 − 𝜌2 𝑞(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝜌2 𝑥−𝜇1𝜎1 2 + 𝑦−𝜇2𝜎2 − 𝜌 𝑥−𝜇1𝜎1 2
= 1 − 𝜌2 𝑥−𝜇1𝜎1 2 + 𝑦−𝜇𝜎2 2

其中 𝜇 = 𝜇2 + 𝜌𝜎2𝜎1 𝑥 − 𝜇1
• 因此𝑓𝑋(𝑥) = 12𝜋𝜎12 𝑒− 𝑥−𝜇1 22𝜎12 ∞∞−׬ 12𝜋𝜎22 1−𝜌2 𝑒− (𝑦−𝜇)22𝜎22 1−𝜌2 𝑑𝑦

= 12𝜋𝜎12 𝑒− 𝑥−𝜇1 22𝜎12 , −∞ < 𝑥 < ∞
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第六节二元正态分布

• 上式积分部分是对正态分布 𝑁[𝜇, 𝜎22(1 − 𝜌2)] 的 PDF 之积分，

故等于 1。

• 由对称性，同理可得𝑓𝑌(𝑦) = 12𝜋𝜎22 𝑒− 𝑦−𝜇2 22𝜎22 , −∞ < 𝑦 < ∞
• 上述结果意味着当 𝑋 和 𝑌 服从联合正态分布时，二者的边际

分布均服从正态分布，即 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇1, 𝜎12)，𝑌 ∼ 𝑁(𝜇2, 𝜎22)。
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第六节二元正态分布

• 当 𝑓𝑋(𝑥) > 0 时，𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件 PDF 为𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) = 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑓𝑋(𝑥)= 12𝜋𝜎22 1 − 𝜌2 𝑒− (𝑦−𝜇)22𝜎22 1−𝜌2 , −∞ < 𝑦 < ∞
其中 𝜇 = 𝜇2 + 𝜌𝜎2𝜎1 𝑥 − 𝜇1 。

• 因此，𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件分布同样为正态分布𝑁[𝜇2 + 𝜌𝜎2𝜎1 ൧𝑥 − 𝜇1 , 𝜎22 1 − 𝜌2
• 类似可得，𝑋 基于 𝑌 = 𝑦 的条件分布为正态分布𝑁[𝜇1 + 𝜌𝜎1𝜎2 (𝑦 − )𝜇2 , 𝜎12 1 − 𝜌2 ]
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第六节二元正态分布

随机变量 (𝑋, 𝑌) ∼ 𝐵𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌) 的条件 PDF 𝑓𝑌|𝑋(𝑦|𝑥)
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◆ 问题 5.8

如何解释相依系数 (dependence parameter) 𝜌 ？

第六节二元正态分布
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第六节二元正态分布

• 常数 𝜌 刻画了 𝑋 和 𝑌 的相依关系。

• 当 𝜌 = 0 时，(𝑋, 𝑌) 的联合 PDF 为𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 12𝜋𝜎1𝜎2 𝑒−12 𝑥−𝜇1𝜎1 2+ 𝑦−𝜇2𝜎2 2

= 12𝜋𝜎12 𝑒−12 𝑥−𝜇1𝜎1 2 12𝜋𝜎22 𝑒−12 𝑦−𝜇2𝜎2 2
= 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦), 对所有 (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

• 因此，当且仅当 𝜌 = 0 时，两个服从联合正态分布的随机变量𝑋 和 𝑌 相互独立。
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第六节二元正态分布

• 答案是否定的。现在提供一个反例。

◆ 问题

已经证明，两个联合正态随机变量的边际分布依然为正态分

布。那么反之是否成立？即假设 𝑋 和 𝑌 的边际分布均为正态

分布，𝑋 和 𝑌 是否服从联合正态分布？
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第六节二元正态分布

例 5.24：

假设两个随机变量 𝑋 和 𝑌 的联合 PDF 为

𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = ቊ2𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦), 𝑥𝑦 > 00, 𝑥𝑦 ≤ 0
其中 𝑓𝑋(𝑥) = 12𝜋 𝑒−12𝑥2 , 𝑓𝑌(𝑦) = 12𝜋 𝑒−12𝑦2
可以证明 𝑋 和 𝑌 为正态随机变量，但二者显然不服从联合正态

分布。
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第六节二元正态分布

多元正态分布

• 若随机变量 𝑋1,· · · , 𝑋𝑛 的联合 PDF 为𝑓𝑿𝑛 𝒙𝑛 = 1(2𝜋)𝑛det(Σ) 𝑒−12 𝒙𝑛−𝜇 ′Σ−1 𝒙𝑛−𝜇 , 𝒙𝑛 ∈ ℝ𝑛
则称其服从联合正态分布，记作 𝑁(𝜇, Σ)，其中

✓ 𝑿𝑛 = 𝑋1,· · · , 𝑋𝑛 ′，
✓ 𝒙𝑛 = 𝑥1,· · ·, 𝑥𝑛 ′,
✓ 𝜇 = 𝜇1,· · ·, 𝜇𝑛 ′，
✓ Σ 为 𝑛 × 𝑛 维对称正定矩阵。

• 矩阵 Σ 称为随机向量 𝑿𝑛 的方差-协方差矩阵 (the variance-

covariance matrix)，因为 Σ 的对角元素是 𝑋𝑖 的方差，非对

角元素是对于所有 𝑖 ≠ 𝑗，𝑋𝑖 与 𝑋𝑗 之间的协方差。
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第六节二元正态分布

二元变换的一个应用

• 令 𝑈 = 𝑔1 𝑋1 , 𝑉 = 𝑔2 𝑋2 。

• 𝑋 和 𝑌 相互独立当且仅当 𝑈 和 𝑉 相互独立。

• 一个想法是寻找一个特定函数 𝑔1 和 𝑔2 使得 𝑈 和 𝑉 服从二

元正态分布。

• 进而，判断 𝑈 和 𝑉 的协方差是否为 0。若不为 0，则可以说

明 𝑋 和 𝑌 并非独立的。
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第一节随机向量及其联

合概率分布

第二节边际分布

第三节条件分布

第四节独立性

第五节二元变换

第六节二元正态分布

第七节期望与协方差

第八节联合矩生成函数

第九节独立性和期望
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◆ 问题 5.9

从二元分布中可获取什么信息呢？

第七节期望和协方差



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
161

第七节期望和协方差

• 假设 𝑔 ∶ Ω𝑋𝑌 → ℝ 为实值可测函数，其中 Ω𝑋𝑌 是 (𝑋, 𝑌) 的支

撑，则函数 𝑔(𝑋, 𝑌) 的期望定义为

𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌)] = ∞∞−׬ ∞∞−׬ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)= ቐσσ(𝑥,𝑦)∈Ω𝑋𝑌 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦), (𝑋, 𝑌) 为离散随机变量׬−∞∞ ∞∞−׬ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (𝑋, 𝑌) 为连续随机变量

其中上述二重求和或二重积分存在。与一元情形类似，若𝐸|𝑔(𝑋, 𝑌)| < ∞，则称 𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌)] 存在。

定义 5.16 [二元联合分布下的期望]
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第七节期望和协方差

• (𝑋, 𝑌) 关于原点的第 𝑟 阶和第 𝑠 阶乘积矩定义如下𝐸 𝑋𝑟𝑌𝑠 = ቐσ𝑥∈Ω𝑋 σ𝑦∈Ω𝑌 𝑥𝑟𝑦𝑠𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦), (𝑋, 𝑌) 为离散随机变量׬−∞∞ ∞∞−׬ 𝑥𝑟𝑦𝑠𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (𝑋, 𝑌) 为连续随机变量

• 类似地，第 𝑟 阶和第 𝑠 阶中心化乘积矩 (central product

moment) 定义为𝐸 [𝑋 − 𝐸(𝑋)]𝑟[𝑌 − 𝐸(𝑌)]𝑠
= ෍𝑥∈Ω𝑋 ෍𝑦∈Ω𝑌 𝑥 − 𝜇𝑋 𝑟 𝑦 − 𝜇𝑌 𝑠𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦), (𝑋, 𝑌) 为离散随机变量

න−∞∞ න−∞∞ 𝑥 − 𝜇𝑋 𝑟 𝑦 − 𝜇𝑌 𝑠𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, (𝑋, 𝑌) 为连续随机变量

定义 5.17 [乘积矩 (Product Moment)]
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若 𝑿 和 𝒀 非相互独立，如何测度 𝑿 和 𝒀 之间关系的强弱？
• 交叉乘积 𝐸(𝑋𝑟𝑌𝑠) 和 𝐸[ 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑟 𝑌 − 𝜇𝑌 𝑠] 提供了一种刻画 𝑋

和 𝑌 之间关系或关联的方法。

• 不同的阶数 (𝑟, 𝑠) 刻画了 𝑋 和 𝑌 之间不同形式或不同方面的关

联。

• 当 (𝑟, 𝑠) = (1, 1) 时：这对应于函数 𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑋 − 𝜇𝑋 (𝑌 − 𝜇𝑌)
的期望。

✓ 若 𝑋 和 𝑌 倾向于在其均值上方或下方同方向移动，则该函

数为正值；

✓ 若 𝑋 和 𝑌 倾向于在其均值上方或下方反方向移动，则该函

数取负值。

第七节期望和协方差
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假设 𝐸(𝑋2) < ∞，𝐸(𝑌2) < ∞。随机变量 𝑋 和 𝑌 的协方差定义

为 cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑌 − 𝜇𝑌= න−∞∞ න−∞∞ 𝑥 − 𝜇𝑋 𝑦 − 𝜇𝑌 𝑑𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)

定义 5.18 [协方差 (Covariance)]
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协方差是对 𝑿 和 𝒀 之间联动性的一种测度
• cov(𝑋, 𝑌) 的符号刻画了 𝑋 和 𝑌 联动方向。

✓ 𝑿 和 𝒀 正相关：若 𝑋 和 𝑌 同时出现较大值或较小值的概

率较大，则 cov(𝑋, 𝑌) > 0。

✓ 𝑿 和 𝒀 负相关：若 𝑋 的较大值和 𝑌 的较小值同时出现与𝑋 的较小值和 𝑌 的较大值同时出现的概率较大 ，则cov(𝑋, 𝑌) < 0。

✓ 𝑿和 𝒀不相关：若二者的变化不相关，则 cov 𝑋, 𝑌 = 0 。

• 注意 cov 𝑋, 𝑋 = var(𝑋)。
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相关关系 ≠因果关系

• 非零协方差意味着 𝑋 和 𝑌 存在相关性，但二者之间未必存在

因果关系。

✓ 例如，若发现石油价格上涨和经济增长放缓之间存在正

相关关系，这无法说明石油价格上涨导致了经济放缓。

✓ 又如，若发现抽烟和罹患癌症之间有正相关关系，这并

不说明抽烟导致患癌。
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假设 (𝑋, 𝑌) 拥有有限二阶矩，则cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋𝑌) − 𝜇𝑋𝜇𝑌
定理 5.9

证明：

• 因为期望算子 𝐸(·) 为线性算子，则cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑌 − 𝜇𝑌= 𝐸 𝑋𝑌 − 𝑋𝜇𝑌 − 𝜇𝑋𝑌 + 𝜇𝑋𝜇𝑌= 𝐸(𝑋𝑌) − 𝜇𝑋𝜇𝑌
证毕。
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𝑋 和 𝑌 的相关系数定义为𝜌𝑋𝑌 = cov(𝑋, 𝑌)𝜎𝑋𝜎𝑌
定义 5.19 [相关系数 (Correlation Coefficient)]：

• 相关系数 𝜌𝑋𝑌 也称为总体皮尔逊相关系数 (population

Pearson correlation coefficient) 或总体皮尔逊积矩相关系数

(population Pearson product-moment correlation coefficient)，

是标准化的协方差，无度量单位，与偏度和峰度的定义类似。

• 𝜌𝑋𝑌 的大小可以反映 𝜌𝑋𝑌 所刻画的关联程度。
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|𝜌𝑋𝑌 | ≤ 1。

定理 5.10

证明：

• 根据柯西-施瓦兹不等式 (Cauchy-Schwartz inequality)，对任

意可测函数 𝑔(𝑋) 和 ℎ(𝑌)，有𝐸|𝑔(𝑋)ℎ(𝑌)| ≤ 𝐸 𝑔2(𝑋) 𝐸 ℎ2(𝑌) 1/2
• 令 𝑔(𝑋) = 𝑋 − 𝜇𝑋，ℎ(𝑌) = 𝑌 − 𝜇𝑌 ，得|cov(𝑋, 𝑌)| ≤ 𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑌 − 𝜇𝑌≤ 𝜎𝑋2𝜎𝑌2 1/2= 𝜎𝑋𝜎𝑌
• 由此可知 |𝜌𝑋𝑌| ≤ 1。证毕。
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假设 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋，𝑏 ≠ 0，其中 𝜎𝑋2 = var(𝑋) 存在。

则当 𝑏 > 0 时，𝜌𝑋𝑌 = 1；当 𝑏 < 0 时，𝜌𝑋𝑌 = −1。

定理 5.11

证明：

• 由于 𝜇𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝜇𝑋，并且 𝜎𝑌2 = 𝑏2𝜎𝑋2，可得协方差cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑌 − 𝜇𝑌= 𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 𝑎 + 𝑏𝑋 − 𝑎 − 𝑏𝜇𝑋= 𝑏𝐸 𝑋 − 𝜇𝑋 2= 𝑏𝜎𝑋2
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证明 (Cont.)：

• 则 𝜌𝑋𝑌 = cov(𝑋, 𝑌)𝜎𝑋𝜎𝑌= 𝑏𝜎𝑋2|𝑏|𝜎𝑋2= 𝑏|𝑏|= ቊ 1, 𝑏 > 0−1, 𝑏 < 0
证毕。
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• 𝜌𝑋𝑌 是 𝑋 和 𝑌 之间线性关系的强弱测度：当 𝑋 和 𝑌 存在完全

线性关系时，总有 𝜌𝑋𝑌 = ±1，即 𝜌𝑋𝑌 的绝对值取到最大值 1。

• 对 𝑋 和 𝑌 的某些类型的联合分布而言，𝜌𝑋𝑌 是描述联合分布

的一种十分有用的方式。然而，𝜌𝑋𝑌 的标准定义却没有揭示这

一事实。

✓ 已知对任意两个随机变量，有 −1 ≤ 𝜌𝑋𝑌 ≤ 1。若 𝜌𝑋𝑌 = 1，

则存在一条由方程 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 描述的直线，其中 𝑏 > 0。

该直线包含了 𝑋 和 𝑌 概率分布的全部信息。在这种极端

情况下，有 𝑃(𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋) = 1。若 𝜌𝑋𝑌 = −1，情况类似，

只是 𝑏 < 0。
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• 一个值得关注的问题是：当 𝜌𝑋𝑌 并未达到极值时，𝑥𝑦 平面上

是否存在一条直线，使得 𝑋 和 𝑌 集中在该直线周围带状区域

的概率较高？

✓ 在某些条件下这种情况的确存在。此时，可将 𝜌𝑋𝑌 视作

对 𝑋 和 𝑌 在该直线附近取值的集中程度的一种测度。
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例 5.25：

• 假设联合 PDF 为𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = ቐ 14𝘀ℎ , −𝘀 + 𝑎 + 𝑏𝑥 < 𝑦 < 𝘀 + 𝑎 + 𝑏𝑥,−ℎ < 𝑥 < ℎ0, 其他

其中，常数 ℎ > 0， 𝘀 > 0，而支撑 Ω𝑋𝑌 如图 5.9 所示。

• 此处，|𝑌 − (𝑎 + 𝑏𝑋)| 在带宽为 𝘀 的范围内。

• 当且仅当 𝘀 = 0 时，存在精确的线性关系：𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋。

• 可以证明 𝜌𝑋𝑌 = 𝑏ℎ𝘀2+𝑏2ℎ2。

• 显然，当 𝑏 > 0 时， 𝜌𝑋𝑌 随着带宽 𝘀 收缩到零而收敛于 1。



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
175

第七节期望和协方差



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
176

第七节期望和协方差

例 5.26：[线性回归模型 (Linear Regression Model)]

• 假设 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝘀
其中随机变量 𝘀 满足 𝐸(𝘀) = 0，var 𝘀 = 𝜎𝘀2 > 0，并且 𝘀 和𝑋 正交，即 𝐸(𝑋𝘀) = 0。

• 统计学和计量经济学常称此模型为线性回归模型。

• 随机变量 𝘀 可视为对完全线性关系 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 的随机扰动。

不同于例 5.25，𝘀 = 𝑌 − (𝑎 + 𝑏𝑋) 可能具有无界支撑。
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例 5.26 (Cont.)：

• 当 𝜎𝘀2 > 0 时，|𝜌𝑋𝑌| < 1，并且 |𝜌𝑋𝑌| 将随 𝜎𝘀2 增加而减小。

给定 𝐸(𝑋𝘀) = 0，可证𝜌𝑋𝑌 = cov(𝑋, 𝑌)𝜎𝑋𝜎𝑌= 𝑏𝑏2 + 𝜎𝘀2/𝜎𝑋2
• 因此，|𝜌𝑋𝑌| 对 1 的偏离程度取决于比例 𝜎𝘀2/𝜎𝑋2 的大小。该

比例常称为噪声信号比 (noise-to-signal ratio)。
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• 假设随机变量 𝑋 和 𝑌 均具有有限二阶矩。若用线性函数 𝛼 +𝛽𝑋 预测 𝑌，则预测误差为 𝑌 − (𝛼 + 𝛽𝑋)。评价预测优劣的

一种常用准则为均方误 (mean squared error)，定义为MSE(𝛼, 𝛽) = 𝐸 𝑌 − 𝛼 + 𝛽𝑋 2
• 则最小化 MSE(𝛼, 𝛽) 的最优参数 (𝛼∗, 𝛽∗) 为𝛼∗ = 𝜇𝑌 − cov(𝑋, 𝑌)var(𝑋) 𝜇𝑋

𝛽∗ = cov(𝑋, 𝑌)var(𝑋) = 𝜌𝑋𝑌 var(𝑌)var(𝑋)

定理 5.12 [最优线性最小二乘预测
(Best Linear Least Squares Prediction)]
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证明：

• 用一阶条件 (FOC) 求解最优参数 (𝛼∗, 𝛽∗)ቤ𝜕MSE(𝛼, 𝛽)𝜕𝛼 𝛼∗,𝛽∗ = −2𝐸 𝑌 − 𝛼∗ + 𝛽∗𝑋 = 0
ቤ𝜕MSE(𝛼, 𝛽)𝜕𝛽 𝛼∗,𝛽∗ = −2𝐸 𝑋 𝑌 − 𝛼∗ + 𝛽∗𝑋 = 0

• 求解上述联立方程，即可得 𝛼∗ 和 𝛽∗ 的表达式。

证毕。
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• 定义最优线性最小二乘预测 𝛼∗ + 𝛽∗𝑋 的预测误差为𝘀 = 𝑌 − (𝛼∗ + 𝛽∗𝑋)
• 则可将 𝑌 表述为 𝑌 = 𝛼∗ +𝛽∗𝑋 + 𝘀
• 其中 𝘀 与 𝑋 正交，即 𝐸(𝑋𝘀) = 0
• 最小化 MSE(𝛼, 𝛽) 的一阶条件确保 𝐸(𝑋𝘀) = 0。换言之，最

优线性最小二乘预测从本质上确保了随机扰动项 𝘀 正交于 𝑋，

这意味着 𝘀 不包含任何可用于预测 𝑌 的 𝑋 的线性成分。
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• 注意最优斜率参数 𝛽∗ 与协方差 cov(𝑋, 𝑌) 成比例。

✓ 若 cov(𝑋, 𝑌) = 0，则线性预测函数 𝛼∗ + 𝛽∗𝑋 在 MSE 准则下

对 𝑌 没有预测能力；

✓ 若 cov(𝑋, 𝑌) ≠ 0，则可借助线性模型 𝛼∗ + 𝛽∗𝑋 实现 𝑋 对 𝑌
的预测。

• 需要再次强调，预测关系并不意味存在从 𝑋 到 𝑌 的因果关系。

• 协方差在经济分析中有广泛应用。
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例 5.27：[资本资产定价模型
(Capital Asset Pricing Model, CAPM)]

• 假设 𝑅𝑝𝑡 表示某投资组合在持有期 𝑡 的收益率，𝑟𝑓𝑡 表示无风

险利率，𝑅𝑚𝑡 为同一持有期内市场资产组合 (如用 S&P 500 价

格指数代表) 的收益率。则 CAPM 假定𝑅𝑝𝑡 − 𝑟𝑓𝑡 = 𝛽𝑝 𝑅𝑚𝑡 − 𝑟𝑓𝑡 + 𝘀𝑝𝑡
✓ 𝑅𝑝𝑡 − 𝑟𝑓𝑡 表示投资组合在第 𝑡 期的超额收益率，

✓ 𝑅𝑚𝑡 − 𝑟𝑓𝑡 表示同一时期内市场投资组合的超额收益率，代

表无法避免的系统性风险。

✓ 𝘀𝑝𝑡 表示该投资组合的特质风险 (idiosyncratic risk )，该风

险可通过分散化投资而消除 (即用很多种资产形成资产组

合，参见第六章例 6.6)。
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例 5.27 (Cont.)：

• 简便起见，这里假设 𝑅𝑚𝑡 − 𝑟𝑓𝑡 和 𝘀𝑝𝑡 相互独立。

• 可以证明斜率系数 (slope coefficient)𝛽𝑝 = cov 𝑅𝑝𝑡 − 𝑟𝑓𝑡, 𝑅𝑚𝑡 − 𝑟𝑓𝑡var 𝑅𝑚𝑡 − 𝑟𝑓𝑡
= 𝜌𝑝𝑚 var 𝑅𝑝𝑡 − 𝑟𝑓𝑡var 𝑅𝑚𝑡 − 𝑟𝑓𝑡

其中，𝜌𝑝𝑚 为 𝑅𝑝𝑡 − 𝑟𝑓𝑡 和 𝑅𝑚𝑡 − 𝑟𝑓𝑡 的相关系数。
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• 根据上述关于 CAPM 的假设，有var 𝑅𝑝𝑡 − 𝑟𝑓𝑡 = 𝛽𝑝2var 𝑅𝑚𝑡 − 𝑟𝑓𝑡 + var 𝘀𝑝𝑡
✓ var(𝑅𝑝𝑡 − 𝑟𝑓𝑡) 度量投资组合的总风险 (total risk)，

✓ var(𝘀𝑝𝑡) 度量投资组合的特质风险 (idiosyncratic risk)，

✓ 𝛽𝑝2var 𝑅𝑚𝑡 − 𝑟𝑓𝑡 度量投资组合无法避免的市场系统风险

(market risk)。

例 5.27 (Cont.)：
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• 在金融学，参数 𝛽𝑝 称为投资组合的“beta 系数”。该系数

具有重要的经济解释：其测量了投资组合的风险和与该风险

相对应的回报。

• 𝛽𝑝 的大小取决于该投资组合和市场投资组合之间的相关程

度以及该投资组合相对于市场投资组合的风险大小，反映了

投资组合的风险程度。

✓ 根据定义，市场投资组合的 𝛽 等于 1，即 𝛽𝑚 = 1。

✓ 若 𝛽𝑝 > 1，则投资组合较之市场投资组合风险更大，

✓ 若 𝛽𝑝 < 1，则投资组合比市场投资组合风险更小。

例 5.27 (Cont.)：
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假设 𝑍 = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑌，则有

(1) 𝐸(𝑍) = 𝑎 + 𝑏𝜇𝑋 + 𝑐𝜇𝑌；

(2) var 𝑍 = 𝑏2𝜎𝑋2 + 𝑐2𝜎𝑌2 + 2𝑏𝑐 cov(𝑋, 𝑌 )。
定理 5.13

• 简便起见，假设 𝑎 = 0，𝑏 = 𝑐 = 1，则定理 5.13 表明var(𝑋 + 𝑌 ) = 𝜎𝑋2 + 𝜎𝑌2 + 2cov(𝑋, 𝑌)
✓ 当 cov(𝑋, 𝑌) > 0 时，有 var(𝑋 + 𝑌) > 𝜎𝑋2 + 𝜎𝑌2

➢ 风险资产之间正相关将增加投资组合的风险

✓ 当 cov(𝑋, 𝑌) < 0 时，有 var 𝑋 + 𝑌 < 𝜎𝑋2 + 𝜎𝑌2
➢ 风险资产负相关则降低投资组合的风险
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假设 𝑋1,· · · , 𝑋𝑛 为 𝑛 个随机变量组成的序列，且 𝑌 = 𝑎0 +σ𝑖=1𝑛 𝑎𝑖𝑋𝑖，其中 𝑎𝑖 为常数。则有

(1) 𝐸(𝑌) = 𝑎0 + σ𝑖=1𝑛 𝑎𝑖𝐸 𝑋𝑖 ;
(2) var(𝑌) = σ𝑖=1𝑛 𝑎𝑖2var 𝑋𝑖 + 2σ𝑖=2𝑛 σ𝑗=1𝑖−1 𝑎𝑖𝑎𝑗cov 𝑋𝑖 , 𝑋𝑗

定理 5.14

假设两个随机变量 (𝑋, 𝑌) 服从二元正态分布𝐵𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌)，则相关系数 𝜌𝑋𝑌 = 𝜌。

定理 5.15
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例 5.28：

给定两个相互独立的 𝑁(0, 1) 随机变量 𝑍1 和 𝑍2，如何构造二元

正态分布 (𝑋, 𝑌) ∼ 𝐵𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌) ？

解：

• 定义 𝑋 = 𝜇1 + 𝑎𝑍1 + 𝑏𝑍2，𝑌 = 𝜇2 + 𝑐𝑍1 + 𝑑𝑍2
• 其中，常数 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 满足约束条件𝑎2 + 𝑏2 = 𝜎12𝑐2 + 𝑑2 = 𝜎22𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 = 𝜌𝜎1𝜎2
• 根据二元变换定理可证 (𝑋, 𝑌) ∼ 𝐵𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌)。
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线性相关系数

• 由于 𝜌𝑋𝑌 是 𝑋 和 𝑌 之间线性关系的测度，因此通常称为线

性相关系数。同时，为避免混淆，“线性”一词通常用于描

述 𝜌𝑋𝑌 测 度 的 相 关 关 系 。 比 如 ， 常 用 “ 正 线 性 相 关

(positively linearly correlated)”代替“正相关性 (positively

correlated)”

• 由于相关系数 𝜌𝑋𝑌 仅刻画了线性相关性，相关系数为零的两

个随机变量 𝑋 和 𝑌 之间可能存在很强的非线性相依关系。

换言之，𝜌𝑋𝑌 可能无法捕捉某些非线性关系，如下例所示。
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例 5.29：

• 假设 𝑋 ∼ 𝑁(0, 𝜎2)，并且 𝑌 = 𝑋2，则cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋𝑌) − 𝜇𝑋𝜇𝑌= 𝐸 𝑋3= න−∞∞ 𝑥3 12𝜋𝜎2 𝑒− 𝑥22𝜎2𝑑𝑥= 0
• 其中，积分等于零系根据被积函数为奇函数 (即对所有 𝑥，

有 𝑔(−𝑥) = −𝑔(𝑥)) 的性质而得。因此，尽管 𝑌 和 𝑋 间存

在确定的 (非线性) 函数关系，但二者并不相关。

• 这说明 cov(𝑋, 𝑌) 无法描述 𝑋 和 𝑌 之间存在的某些重要的非

线性关系。



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
191

第一节随机向量及其联

合概率分布

第二节边际分布

第三节条件分布

第四节独立性

第五节二元变换

第六节二元正态分布

第七节期望与协方差

第八节联合矩生成函数

第九节独立性和期望

第十节条件期望

第十一节小结

目 录



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
192

第八节联合矩生成函数

(𝑋, 𝑌) 的联合 MGF 定义为𝑀𝑋𝑌 𝑡1, 𝑡2 = 𝐸 𝑒𝑡1𝑋+𝑡2𝑌 , −∞ < 𝑡1, 𝑡2 < ∞
其中上述期望对在 (0, 0) 的某邻域内所有 (𝑡1, 𝑡2) 都存在。

定义 5.20 [联合MGF]
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• 联合 MGF 𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) 是第三章第九节 MGF 𝑀𝑋(𝑡) 的二元扩

展，其包含了关于 (𝑋, 𝑌) 联合概率分布的信息。𝑋 和 𝑌 的边

际 MGF 可从联合 MGF 𝑀𝑋𝑌 (𝑡1, 𝑡2) 求得：𝑀𝑋 𝑡1 = 𝑀𝑋𝑌 𝑡1, 0𝑀𝑌 𝑡2 = 𝑀𝑋𝑌 0, 𝑡2
• 若联合 MGF 𝑀𝑋𝑌 (𝑡1, 𝑡2) 对 (0, 0) 的某个邻域内所有 (𝑡1, 𝑡2)

都存在，则乘积矩 (product moment) 𝐸(𝑋𝑟𝑌𝑠) 对所有阶数(𝑟, 𝑠) 均存在，且 𝑀𝑋𝑌 (𝑡1, 𝑡2) 可用于生成各种阶数的乘积矩𝐸(𝑋𝑟𝑌𝑠)。
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• 假设联合 MGF 𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) 对在 (0, 0) 的某个邻域内所有(𝑡1, 𝑡2) 都存在，则对所有非负整数 𝑟, 𝑠 ≥ 0，有𝐸(𝑋𝑟𝑌𝑠) = 𝑀𝑋𝑌(𝑟,𝑠)(0, 0)
• 并且 cov 𝑋𝑟 , 𝑌𝑠 = 𝑀𝑋𝑌(𝑟,𝑠)(0, 0) − 𝑀𝑋(𝑟) 0 𝑀𝑌(𝑠)(0)
• 特别地，cov 𝑋, 𝑌 = 𝑀𝑋𝑌1,1 0, 0 − 𝑀𝑋1 0 𝑀𝑌1 (0)

定理 5.16
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证明：

• 给定 𝑀𝑋𝑌 𝑡1, 𝑡2 = ∞∞−׬ ∞∞−׬ 𝑒𝑡1𝑥+𝑡2𝑦𝑑𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)，有𝑀𝑋𝑌(𝑟,𝑠) 𝑡1, 𝑡2 = 𝜕𝑟+𝑠𝜕𝑡1𝑟𝜕𝑡2𝑠 න−∞∞ න−∞∞ 𝑒𝑡1𝑥+𝑡2𝑦𝑑𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)= න−∞∞ න−∞∞ 𝜕𝑟+𝑠𝑒𝑡1𝑥+𝑡2𝑦𝜕𝑡1𝑟𝜕𝑡2𝑠 𝑑𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)= න−∞∞ න−∞∞ 𝑥𝑟𝑦𝑠𝑒𝑡1𝑥+𝑡2𝑦𝑑𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)
• 则 𝑀𝑋𝑌(𝑟,𝑠)(0,0) = න−∞∞ න−∞∞ 𝑥𝑟𝑦𝑠𝑑𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝐸 𝑋𝑟𝑌𝑠
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证明 (Cont.)：

• 进一步地，𝑀𝑋𝑌(𝑟,𝑠)(0,0) − 𝑀𝑋(𝑟)(0)𝑀𝑌(𝑠)(0) = 𝐸 𝑋𝑟𝑌𝑠 − 𝐸 𝑋𝑟 𝐸 𝑌𝑠= cov 𝑋𝑟 , 𝑌𝑠
• 作为特例，当 (𝑟, 𝑠) = (1, 1) 时，cov(𝑋, 𝑌) 可通过对联合

MGF 𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) 以及边际 MGF 𝑀𝑋(𝑡1) 和 𝑀𝑌(𝑡2) 求导得到。

证毕。
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• 假设 𝑋, 𝑌 服从二元正态分布 𝐵𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌)，则其联合

MGF 为𝑀𝑋𝑌 𝑡1, 𝑡2 = 𝑒𝜇1𝑡1+𝜇2𝑡2+𝜎12𝑡12+𝜎22𝑡22+2𝜌𝜎1𝜎2𝑡1𝑡22= 𝑒𝜇′𝒕+12𝒕′Σ𝒕
• 其中 𝒕 = (𝑡1, 𝑡2)′, 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2)′，且Σ = 𝜎12 𝜌𝜎1𝜎2𝜌𝜎1𝜎2 𝜎22

例 5.30：
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• 在多元框架下，可定义随机变量 𝑋1,· · · , 𝑋𝑛 的联合 MGF：𝑀𝑿𝑛 𝒕 = 𝐸 𝑒𝒕′𝑿𝑛 = 𝐸 𝑒Σ𝑖=1𝑛 𝑡𝑖𝑋𝑖
• 其中 𝑿𝑛 = (𝑋1,···, 𝑋𝑛)′，𝒕 = (𝑡1,···, 𝑡𝑛)′，且上述期望对在原点(0,···, 0)′ 的某个邻域内所有 𝒕 = (𝑡1,···, 𝑡𝑛)′ 都存在。

例 5.30 (Cont.)：
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• 假设 (𝑋, 𝑌) 相互独立，则对任意可测可积函数 ℎ(𝑋) 和 𝑞(𝑌)，
有 𝐸[ℎ(𝑋)𝑞(𝑌)] = 𝐸[ℎ(𝑋)]𝐸[𝑞(𝑌)]，

• 或者等价地 cov[ℎ(𝑋), 𝑞(𝑌)] = 0

定理 5.17
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证明：𝐸[ℎ(𝑋)𝑞(𝑌)] = න−∞∞ න−∞∞ ℎ(𝑥)𝑞(𝑦)𝑑𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)= න−∞∞ න−∞∞ ℎ 𝑥 𝑞 𝑦 𝑑𝐹𝑋 𝑥 𝑑𝐹𝑌 𝑦 (由独立性)= න−∞∞ ℎ(𝑥)𝑑𝐹𝑋(𝑥)න−∞∞ 𝑞(𝑦)𝑑𝐹𝑌(𝑦)= 𝐸[ℎ(𝑋)]𝐸[𝑞(𝑌)]
• 因此，若 𝑋 和 𝑌 相互独立，则其任意线性或非线性可测变

换均不相关。

证毕。
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• 假设 𝑋 和 𝑌 相互独立，并且二者的边际 MGF 𝑀𝑋(𝑡) 和𝑀𝑌(𝑡) 对在 0 的某个邻域内所有 𝑡 都存在。则 𝑀𝑋+𝑌(𝑡) 对在0 的某个邻域内所有 𝑡 都存在，且𝑀𝑋+𝑌(𝑡) = 𝑀𝑋(𝑡)𝑀𝑌(𝑡), 对 0 的某个邻域内所有 𝑡
• 需要强调， 𝑀𝑋+𝑌(𝑡) 是随机变量 𝑋 + 𝑌 的 MGF，而非 (𝑋, 𝑌)

的联合 MGF 𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2)。

推论 5.1

5.9.1 独立性和矩生成函数

5.9.1 独立性和矩生成函数
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证明：

• 令 𝑔(𝑋, 𝑌) = 𝑒𝑡(𝑋+𝑌) = 𝑒𝑡𝑋𝑒𝑡𝑌 = ℎ(𝑋)𝑞(𝑌)
• 根据定理 5.17 可知，若 𝑋 和 𝑌 相互独立，则 𝑀𝑋+𝑌(𝑡) 对在0 的小邻域内所有 𝑡 都存在且𝐸 𝑒𝑡(𝑋+𝑌) = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 𝐸 𝑒𝑡𝑌
• 即 𝑀𝑋+𝑌(𝑡) = 𝑀𝑋(𝑡)𝑀𝑌(𝑡)
证毕。

5.9.1 独立性和矩生成函数
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例 5.31 [正态分布的可加性
(Reproductivity of Normal Distribution)]：

• 假设 𝑋 ∼ 𝑁(𝜇1, 𝜎12)，𝑌 ∼ 𝑁(𝜇2, 𝜎22)，且 𝑋 和 𝑌 相互独立。

证明 𝑋 ± 𝑌 ∼ 𝑁 𝜇1 ± 𝜇2, 𝜎12 + 𝜎22

5.9.1 独立性和矩生成函数

解：

• 𝑋 和 𝑌 的 MGF 分别为𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸 𝑒𝑡𝑋 = 𝑒𝜇1𝑡+𝜎122 𝑡2𝑀𝑌(𝑡) = 𝐸 𝑒𝑡𝑌 = 𝑒𝜇2𝑡+𝜎222 𝑡2
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解 (Cont.)：

• 根据独立性可得𝑀𝑋+𝑌(𝑡) = 𝑀𝑋(𝑡)𝑀𝑌(𝑡)= 𝑒𝜇1𝑡+𝜎122 𝑡2𝑒𝜇2𝑡+𝜎222 𝑡2= 𝑒𝜇𝑡+𝜎22 𝑡2
其中 𝜇 = 𝜇1 + 𝜇2，𝜎2 = 𝜎12 + 𝜎22。

• 因此 𝑋 + 𝑌 ∼ 𝑁 𝜇1 + 𝜇2, 𝜎12 + 𝜎22 。

• 换言之，两个独立正态随机变量之和仍为正态变量。

• 事实上，该结果对多个相互独立正态随机变量的线性组合仍

适用。该性质称为正态分布的可加性。

5.9.1 独立性和矩生成函数



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
206

第九节独立性和期望

例 5.32 [泊松分布的可加性
(Reproductivity of Poisson Distribution)]：

• 假设 𝑋1,· · · , 𝑋𝑛 为 𝑛 个独立随机变量，其中 𝑋𝑖 服从泊松分布Poisson(𝜆𝑖)，𝑖 = 1,· · · , 𝑛。

• 证明 σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 服从泊松分布 Poisson(𝜆)，其中 𝜆 = σ𝑖=1𝑛 𝜆𝑖。
解：

• 若随机变量 𝑋𝑖 服从泊松分布 Poisson(𝜆𝑖)，其 MGF𝑀𝑖(𝑡) = 𝑒𝜆𝑖 𝑒𝑡−1 , −∞ < 𝑡 < ∞

5.9.1 独立性和矩生成函数
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解 (Cont.) ：

• 因 𝑋 = σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖，其 MGF𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸 𝑒𝑡Σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖
= ෑ𝑖=1𝑛 𝑀𝑖(𝑡)
= ෑ𝑖=1𝑛 𝑒𝜆𝑖 𝑒𝑡−1
= 𝑒𝜆 𝑒𝑡−1

• 其中 𝜆 = σ𝑖=1𝑛 𝜆𝑖。因此，𝑋 ∼ Poisson(𝜆)。
• 换言之，𝑛 个互相独立的 Poisson(𝜆𝑖) 随机变量之和仍为Poisson(𝜆) 随机变量，其中 𝜆 = σ𝑖=1𝑛 𝜆𝑖。
• 这称为泊松分布的可加性。

5.9.1 独立性和矩生成函数
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例 5.33 [𝝌𝟐分布的可加性]：

假设 𝑋1, 𝑋2,· · · , 𝑋𝑛 相互独立，且分别服从 𝜒𝜈𝑖2 分布。证明σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 服从 𝜒𝑣2 分布，其中 𝜈 = σ𝑖=1𝑛 𝜈𝑖。
解：

• 由第四章知 𝜒𝜈𝑖2 分布的 MGF 为𝑀𝑖(𝑡) = (1 − 2𝑡)−𝜈𝑖/2, 𝑡 < 12

5.9.1 独立性和矩生成函数
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解 (Cont.)：

• 令 𝑋 = σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 , 则其 MGF 为𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸 𝑒𝑡𝑋= ς𝑖=1𝑛 𝑀𝑖(𝑡)= ς𝑖=1𝑛 (1 − 2𝑡)−𝜈𝑖/2= (1 − 2𝑡)−12 σ𝑖=1𝑛 𝜈𝑖
• 由此可得，𝑋 ∼ 𝜒𝜈2，其中 𝜈 = σ𝑖=1𝑛 𝜈𝑖。即，独立 𝜒2 随机变

量之和仍为 𝜒2 随机变量，其自由度等于各随机变量自由度

之和。

• 该性质称为 𝝌𝟐 分布的可加性。

5.9.1 独立性和矩生成函数
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例 5.34：

假设随机变量 𝑋1, 𝑋2,· · · , 𝑋𝑛 相互独立，且均服从参数为 𝛽 > 0
的指数分布，证明 σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 服从伽玛分布 𝐺(𝑛, 𝛽)。

5.9.1 独立性和矩生成函数
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解：

• 由于 𝑋𝑖 服从 𝐸𝑋𝑃(𝛽) 分布，其 MGF 为𝑀𝑖(𝑡) = (1 − 𝛽𝑡)−1, 𝑡 < 1𝛽
• 记 𝑋 = σ𝑖=1𝑛 𝑋𝑖 , 则其 MGF 为𝑀𝑋(𝑡) = ෑ𝑖=1𝑛 𝑀𝑖(𝑡)= (1 − 𝛽𝑡)−𝑛
• 这说明 𝑋 ∼ 𝐺(𝑛, 𝛽)。即，具有相同参数 𝛽 的 𝑛 个独立指数

随机变量之和服从伽玛分布 𝐺(𝑛, 𝛽)。

5.9.1 独立性和矩生成函数
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假设 𝑋 和 𝑌 相互独立，则 cov(𝑋, 𝑌) = 0。

推论 5.2

证明：

令 𝑔(𝑋) = 𝑋 − 𝜇𝑋，ℎ(𝑌) = 𝑌 − 𝜇𝑌，应用定理 5.17 即可得证。

证毕。

• 定理 5.17 表明，独立性排除了 𝑋 和 𝑌 之间的所有可能关联

性，而不相关仅意味着不存在线性关系。显然，独立性比不

相关更强。

• 因此，相互独立 ⇒ 不相关，但不相关 ⇏ 相互独立。

5.9.2 独立性和不相关性

5.9.2 独立性和不相关性
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例 5.35：

令 𝑌 = 𝑋2，其中 𝑋 服从关于 0 对称的连续概率分布 (即𝑓𝑋(𝑥) = 𝑓𝑋(−𝑥)， −∞ < 𝑥 < ∞)。则cov(𝑋, 𝑌) = 0

5.9.2 独立性和不相关性
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解：

• 由于 𝑋 的分布关于 0 对称，故有 𝐸(𝑋) = 0，且 𝐸(𝑋3) = 0。

因此 cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋𝑌) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)= 𝐸 𝑋3 − 0 ⋅ 𝐸 𝑋2= 𝐸 𝑋3= න−∞∞ 𝑥3𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥= 0
• 当 𝑋 服从关于 0 对称的分布时，cov(𝑋, 𝑌) 无法捕获 𝑋 和𝑌 = 𝑋2 之间的二次型关系。

5.9.2 独立性和不相关性
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例 5.36 [不相关的二元学生 𝒕-分布]：

若随机变量 𝑋 和 𝑌 的联合 PDF 为𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 12𝜋 1 + 1𝜈 𝑥2 + 𝑦2 −𝜈2 , 𝜈 ≥ 3
则称其服从标准二元学生 𝑡-分布，其中形状参数 𝜈 称为自由度

(degree of freedom)。

5.9.2 独立性和不相关性
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例 5.36 (Cont.)：

• 可证明 cov 𝑋, 𝑌 = 0 (问题：如何证明？)。

• 然而，由于 𝑋 和 𝑌 的联合 PDF 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 无法分解为两个分

别关于 𝑥 和 𝑦 的函数之积，故对任意给定 𝜈 < ∞，𝑋 和 𝑌
并不相互独立。

• 当 𝜈 → ∞ 时，有𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) → 12𝜋 𝑒−12 𝑥2+𝑦2
这里用到了当 𝜈 → ∞ 时， 1 + 𝑎𝜈 𝜈 → 𝑒𝑎 这一极限性质。在

这种情况下，𝑋 和 𝑌 为相互独立的 𝑁(0, 1) 随机变量。

5.9.2 独立性和不相关性
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假设 (𝑋, 𝑌) 服从联合正态分布，则当且仅当 cov(𝑋, 𝑌) = 0 时(𝑋, 𝑌) 相互独立。

定理 5.18

5.9.2 独立性和不相关性
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证明：

(1) [必要性] 由推论 5.2 ，若 𝑋 和 𝑌 相互独立，则有cov(𝑋, 𝑌) = 0。

(2) [充分性] 证明 cov(𝑋, 𝑌) = 0 意味着 𝑋 和 𝑌 相互独立。

• 对二维正态分布 𝐵𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌)，定理 5.15 已证相关

系数 𝜌𝑋𝑌 = 𝜌。

• 因此，当 cov(𝑋, 𝑌) = 0 时，有 𝜌 = 0。于是联合 PDF 为𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 12𝜋𝜎12 𝑒− 12𝜎12 𝑥−𝜇1 2 12𝜋𝜎22 𝑒− 12𝜎22 𝑦−𝜇2 2
= 𝑓𝑋(𝑥)𝑓𝑌(𝑦), 对所有 −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞

• 因此，𝑋 和 𝑌 相互独立。

证毕。

5.9.2 独立性和不相关性
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假设 𝑋 ∼ Bernoulli(𝑝1)，𝑌 ∼ Bernoulli(𝑝2)。
则当且仅当 cov(𝑋, 𝑌) = 0 时，𝑋 和 𝑌 相互独立。

定理 5.19

证明：

• 只需证明若 cov(𝑋, 𝑌) = 0，则 𝑋 和 𝑌 相互独立。现考察对

所有 𝑥 = 1, 0 和 𝑦 = 1, 0，𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦) 是否成立。

• 首先，注意到

✓ 𝑓𝑋 1 = 𝑝1，𝑓𝑋 0 = 1 − 𝑝1，

✓ 𝑓𝑌 1 = 𝑝2，𝑓𝑌 0 = 1 − 𝑝2，

✓ 𝜇𝑋 = 𝑝1，且 𝜇𝑌 = 𝑝2。

5.9.2 独立性和不相关性



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
220

第九节独立性和期望

证明 (Cont.) ：

• 假设 cov(𝑋, 𝑌) = 0，则𝐸(𝑋𝑌) = 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)
或等价地 ෍𝑥=01 ෍𝑦=01 𝑥𝑦𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑝1𝑝2

• 由于 σ𝑥=01 σ𝑦=01 𝑥𝑦𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋𝑌(1, 1)，故有𝑓𝑋𝑌(1,1) = 𝑝1𝑝2 = 𝑓𝑋(1)𝑓𝑌(1)

5.9.2 独立性和不相关性
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证明 (Cont.) ：

• 另外，给定 𝑓𝑋(1) = σ𝑦=01 𝑓𝑋𝑌(1, 𝑦),𝑓𝑋𝑌(1,0) = 𝑓𝑋(1) − 𝑓𝑋𝑌(1,1)= 𝑝1 1 − 𝑝2= 𝑓𝑋(1)𝑓𝑌(0)
• 类似地，可证𝑓𝑋𝑌 0, 1 = 1 − 𝑝1 𝑝2 = 𝑓𝑋 0 𝑓𝑌(1)

及 𝑓𝑋𝑌(0, 0) = (1 − 𝑝1)(1 − 𝑝2) = 𝑓𝑋 0 𝑓𝑌(0)
• 这表明，对所有 𝑥 = 1, 0 和 𝑦 = 1, 0，有𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋 𝑥 𝑓𝑌(𝑦)
• 因此，𝑋 和 𝑌 相互独立。证毕。

5.9.2 独立性和不相关性
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◆ 问题 5.10

• 定理 5.17 说明若 𝑋 和 𝑌 相互独立，则对任意可测函数 ℎ(𝑋)
和 𝑞(𝑌)，有 cov[ℎ(𝑋), 𝑞(𝑌)] = 0

• 现 在 ， 假 设 对 任 意 可 测 函 数 ℎ(𝑋) 和 𝑞(𝑌) ， 有cov ℎ 𝑋 , 𝑞 𝑌 = 0。那么 𝑋 和 𝑌 是否相互独立？

第九节独立性和期望 5.9.2 独立性和不相关性
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• 为回答这一问题，对任意给定 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅2，考察指示函数ℎ𝑥(𝑋) = 𝟏(𝑋 ≤ 𝑥) 和 𝑞𝑦(𝑌) = 𝟏(𝑌 ≤ 𝑦)。此时，𝐸[ℎ𝑥(𝑋)] = 𝐸[𝟏(𝑋 ≤ 𝑥)] = 𝐹𝑋(𝑥)𝐸[𝑞𝑦(𝑌)] = 𝐸[𝟏(𝑌 ≤ 𝑦)] = 𝐹𝑌(𝑦)𝐸[ℎ𝑥 𝑋 𝑞𝑦(𝑌)] = 𝐸[𝟏(𝑋 ≤ 𝑥)𝟏(𝑌 ≤ 𝑦)] = 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)
• 假设 cov[ℎ𝑥(𝑋), 𝑞𝑦(𝑌 )] = 0, 对所有 −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞，

或等价地 𝐸[ℎ𝑥 𝑋 𝑞𝑦(𝑌 )] = 𝐸[ℎ𝑥(𝑋)]𝐸[𝑞𝑦(𝑌)], 对所有 −∞ <𝑥, 𝑦 < ∞，

• 则 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋 𝑥 𝐹𝑌(𝑦), 对所有 −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞。

• 因此，𝑋 和 𝑌 相互独立。

问题 5.10 (Cont.)

5.9.2 独立性和不相关性



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
224

第九节独立性和期望

• 假设联合 MGF 𝑀𝑋(𝑡1, 𝑡2) = 𝐸(𝑒𝑡1𝑋+𝑡2𝑌) 对在原点 (0, 0) 的某

个邻域内所有 (𝑡1, 𝑡2) 都存在，则当且仅当对原点 (0, 0) 某个

邻域内的所有点 (𝑡1, 𝑡2)，有𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀𝑋 𝑡1 𝑀𝑌(𝑡2)
成立时，𝑋 和 𝑌 相互独立。

定理 5.20

5.9.2 独立性和不相关性
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证明：

(1) [必要性] 假设 𝑋 和 𝑌 相互独立。则由定理 5.17，有𝑀𝑋𝑌 𝑡1, 𝑡2 = 𝐸 𝑒𝑡1𝑋+𝑡2𝑌= 𝐸 𝑒𝑡1𝑋𝑒𝑡2𝑌= 𝐸 𝑒𝑡1𝑋 𝐸 𝑒𝑡2𝑌= 𝑀𝑋 𝑡1 𝑀𝑌 𝑡2
(2) [充分性] 现在证明若对所有在原点 (0, 0) 的某个邻域内所

有 (𝑡1, 𝑡2)， 𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀𝑋 𝑡1 𝑀𝑌(𝑡2) ，则 𝑋 和 𝑌 相互独立。

• 根据 MGF 的唯一性定理，

✓ 二元分布 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 是对应联合 𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) 的唯一分布，

✓ 而二元分布 𝐹𝑋 𝑥 𝐹𝑌(𝑦) 是对应联合 MGF 𝑀𝑋 𝑡1 𝑀𝑌(𝑡2)
的唯一分布。

5.9.2 独立性和不相关性
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证明 (Cont.)：

• 若 对 在 关 于 原 点 (0, 0) 的 某 个 邻 域 内 所 有 (𝑡1, 𝑡2)， 有𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀𝑋 𝑡1 𝑀𝑌(𝑡2)， 则 𝐹𝑋 𝑥 𝐹𝑌 (𝑦) 也 是 对 应 于𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) 的唯一分布。

• 因此，对所有 −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞，有 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑋 𝑥 𝐹𝑌(𝑦)。

证毕。

5.9.2 独立性和不相关性
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假 设 对 在 关 于 原 点 (0, 0) 的 某 个 邻 域 内 所 有 (𝑡1, 𝑡2)， 有𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) 存在。则 𝑋 和 𝑌 相互独立，当且仅当对 (0, 0) 的某

个邻域内的所有 (𝑡1, 𝑡2)，有cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 = 0

定理 5.21

5.9.2 独立性和不相关性
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证明：

• 根据公式 cov(𝑈, 𝑉) = 𝐸(𝑈𝑉) − 𝐸(𝑈)𝐸(𝑉)，可直接证明cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 = 𝐸 𝑒𝑡1𝑋𝑒𝑡2𝑌 − 𝐸 𝑒𝑡1𝑋 𝐸 𝑒𝑡2𝑌= 𝑀𝑋𝑌 𝑡1, 𝑡2 −𝑀𝑋 𝑡1 𝑀𝑌 𝑡2
• 由于当且仅当 𝑋 和 𝑌 相互独立时，对在关于 (0, 0) 的某个邻

域内所有 𝑡1, 𝑡2 ，有 𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) = 𝑀𝑋 𝑡1 𝑀𝑌(𝑡2)。
• 因此，当且仅当 (𝑋, 𝑌) 相互独立时，对位于 (0, 0) 的某个邻

域内所有 (𝑡1, 𝑡2)，有 cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 = 0 成立。

证毕。

5.9.2 独立性和不相关性
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定理 5.21 含义

• 由于 cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 是指数变换 𝑒𝑡1𝑋 和 𝑒𝑡2𝑌 的协方差，其可

视作广义协方差 (generalized covariance)。

• 定理 5.21 表明：

✓ 当且仅当对在关于 (0,0) 的某个邻域内的所有 (𝑡1, 𝑡2)，该

广义协方差 cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 = 0 时，𝑋 和 𝑌 相互独立。

• 以下定理（定理 5.22）说明：

✓ 广义协方差 cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 实际上可视为协方差生成函数

(covariance generating function)。即，其可用于生成各种

协方差 cov(𝑋𝑟 , 𝑌𝑠)。

5.9.2 独立性和不相关性
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假设对在 (0, 0) 的某个邻域内所有 (𝑡1, 𝑡2)，有 𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2) 存在。

则 cov(𝑋, 𝑌) = อ𝜕2cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌𝜕𝑡1𝜕𝑡2 𝑡1,𝑡2 =(0,0)
此外，对任意正整数 𝑟, 𝑠，有cov 𝑋𝑟 , 𝑌𝑠 = อ𝜕𝑟+𝑠cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌𝜕𝑡1𝑟𝜕𝑡2𝑠 𝑡1,𝑡2 =(0,0)

定理 5.22

5.9.2 独立性和不相关性
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定理 5.22 含义

• 若对在关于 (0, 0) 的某个邻域内所有 (𝑡1, 𝑡2)，有 𝑀𝑋𝑌(𝑡1, 𝑡2)
存在，则 cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 在原点 (0, 0) 处的各阶导数均存在。

• 根据麦克劳伦级数展开 (MacLaurin’s series expansion) 𝑒𝑡𝑋 =σ𝑟=0∞ (𝑡𝑋)𝑟𝑟! 可得

cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 = ቮ෍𝑟=1∞ ෍𝑠=1∞ 𝑡1𝑟𝑡2𝑠𝑟! 𝑠! 𝜕𝑟+𝑠cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌𝜕𝑡1𝑟𝜕𝑡2𝑠 𝑡1,𝑡2 =(0,0)= ෍𝑟=1∞ ෍𝑠=1∞ 𝑡1𝑟𝑡2𝑠𝑟! 𝑠! cov 𝑋𝑟 , 𝑌𝑠

5.9.2 独立性和不相关性
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定理 5.22 含义 (Cont.)

• 因此， cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 包含了各阶协方差 {cov(𝑋𝑟 , 𝑌𝑠)} 的所

有信息。

✓ 若 𝑋 和 𝑌 相互独立，则对所有 𝑟, 𝑠 > 0，有 cov(𝑋𝑟 , 𝑌𝑠) =0，当然也包括 cov(𝑋, 𝑌) = 0。

✓ 一般而言，cov(𝑋, 𝑌) = 0 仅是独立性所隐含的性质形成的

无穷集中的一个元素。可能存在 cov(𝑋, 𝑌) = 0 但是对某些(𝑟, 𝑠)， cov 𝑋𝑟 , 𝑌𝑠 ≠ 0 的情形。

5.9.2 独立性和不相关性
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定理 5.22 含义 (Cont.)

✓ 在 这种情况下，𝑋 和 𝑌 不相关，但并非相互独立。

✓ 一个经济学例子是高频资产收益率的时间序列 {𝑋𝑡}。实际

研究表明，高频资产收益率 {𝑋𝑡} 在不同时期互不相关，即

对所有 𝑗 > 0，有 cov(𝑋𝑡 , 𝑋𝑡−𝑗) = 0。然而，该序列存在持

续的波动聚类 (volatility clustering) 现象，即序列 {𝑋𝑡} 的

高波动和低波动往往会各自集聚在某一时间段，并且高低

波动集聚的时期会交替出现。这表明至少对某些 𝑗 > 0，有cov(𝑋𝑡2 , 𝑋𝑡−𝑗2 ) > 0。

5.9.2 独立性和不相关性
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◆ 问题

假 设 𝑋 的 各 阶 矩 存 在 ， 且 对 所 有 整 数 𝑟, 𝑠 > 0 有cov(𝑋𝑟 , 𝑌𝑠) = 0。𝑋 和 𝑌 是否相互独立？

• 这与一元情形下两个随机变量 𝑋 和 𝑌 的各阶矩相等是否意味

着相同分布的问题类似 (参见定理 3.25)。在随机变量 𝑋 和 𝑌
均存在有界支撑的情况下，答案是肯定的。
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假设随机变量 𝑋 和 𝑌 具有有界支撑，则当且仅当 𝑋 和 𝑌 相互

独立时，对所有整数 𝑟, 𝑠 > 0，有 cov(𝑋𝑟 , 𝑌𝑠) = 0。

定理 5.23

5.9.2 独立性和不相关性

证明：由于 𝑋 和 𝑌 均具有有界支撑，所以存在常数 𝑀 < ∞ 使

得 𝑃 𝑋 < 𝑀 = 1，𝑃(|𝑌| < 𝑀) = 1。

• 因此，𝐸 𝑋 𝑟 ≤ 𝑀𝑟，并且 𝐸 𝑌 𝑠 ≤ 𝑀𝑠。由于cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 = σ𝑟=1∞ σ𝑠=1∞ 𝑡1𝑟𝑡2𝑠𝑟!𝑠! cov 𝑋𝑟 , 𝑌𝑠≤ σ𝑟=1∞ σ𝑠=1∞ 𝑡1 𝑟 𝑡2 𝑠𝑟!𝑠! cov 𝑋𝑟 , 𝑌𝑠≤ σ𝑟=1∞ σ𝑠=1∞ 𝑡1 𝑟 𝑡2 𝑠𝑟!𝑠! (2𝑀)𝑟(2𝑀)𝑠= 𝑒2 𝑡1 𝑀+ 𝑡2 𝑀 < ∞
• 故对任意给定 𝑡1, 𝑡2 ∈ (−∞,∞)，有 cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 存在。
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证明 (Cont.):

• 上式推导用到了 cov 𝑋𝑟 , 𝑌𝑠 ≤ var 𝑋𝑟 var 𝑌𝑠 12 ≤ 2𝑀 𝑟+𝑠
这一事实。

• (1) [必要性] 假设 𝑋 和 𝑌 相互独立，则根据定理 5.17，且令ℎ(𝑋) = 𝑋𝑟，𝑞(𝑌) = 𝑌𝑠，可得 cov(𝑋𝑟 , 𝑌𝑠) = 0，对所有 𝑟, 𝑠 >0。

• (2) [充分性] 假设对所有 𝑟, 𝑠 > 0，cov 𝑋𝑟 , 𝑌𝑠 = 0。则对所有𝑡1, 𝑡2 ∈ (−∞,∞), 有cov 𝑒𝑡1𝑋, 𝑒𝑡2𝑌 = ෍𝑟=1∞ ෍𝑠=1∞ 𝑡1𝑟𝑟! 𝑡2𝑠𝑠! cov 𝑋𝑟 , 𝑌𝑠 = 0
• 由定理 5.21 即得 𝑋 和 𝑌 相互独立。证毕。

5.9.2 独立性和不相关性



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
237

第九节独立性和期望

• 定理 5.23 可视为定理 3.25 从一维到二维的推广。

• 这表明可通过检验 𝑋𝑟 和 𝑌𝑠 所有可能的协方差是否为零，来

判断 𝑋 和 𝑌 是否相互独立。当然，一个前提条件是 𝑋 和 𝑌
的支撑是有界的。

5.9.2 独立性和不相关性



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
238

第九节独立性和期望

其他广义协方差 (generalized covariance) 的定义

• 例如，可定义广义协方差为：𝜎𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) ≡ cov[𝟏(𝑋 ≤ 𝑥), 𝟏(𝑌 ≤ 𝑦)], −∞ < 𝑥, 𝑦 < ∞
其中 𝟏(·) 为指示函数，若括号内的条件成立，其取值为 1，

否则取值为 0。

• 通过简单计算可证cov[𝟏(𝑋 ≤ 𝑥), 𝟏(𝑌 ≤ 𝑦)] = 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) − 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑌(𝑦)
• 显然，当且仅当对所有 (𝑥, 𝑦)，广义协方差 𝜎𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 0 时，

有 𝑋 和 𝑌 相互独立。

5.9.2 独立性和不相关性
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协方差 𝐜𝐨𝐯(𝑿, 𝒀) 与广义协方差 𝝈𝑿𝒀 𝒙, 𝒚 的关系

• 虽然协方差 cov(𝑋, 𝑌) 不能刻画非高斯情况下 𝑋 和 𝑌 所有的

相依关系，但是广义协方差 𝜎𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 可以刻画所有相依关系。

• 事实上，根据 Hoeffding & Korrelationtheorie (1940)，协方

差 cov(𝑋, 𝑌) 与广义协方差 𝜎𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 紧密相关，即cov(𝑋, 𝑌)= ∞∞−׬ ∞∞−׬ 𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) − 𝐹𝑋(𝑥)𝐹𝑦(𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦= ∞∞−׬ ∞∞−׬ 𝜎𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
• 协方差 cov(𝑋, 𝑌) 不能刻画所有相依关系，因为对所有 (𝑥, 𝑦)，

有可能广义协方差 𝜎𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) 不为 0，但是二重积分为 0。

5.9.2 独立性和不相关性
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霍夫丁测度法可以刻画 𝑋和 𝑌的所有相依关系
• 霍夫丁测度法 (Hoeffding measure)：𝐷2 𝑗

= න−∞∞ න−∞∞ 𝜎𝑋𝑌2 𝑥, 𝑦 𝑑𝐹𝑋𝑌 𝑥, 𝑦= 𝐸 𝐹𝑋𝑌(𝑋, 𝑌) − 𝐹𝑋(𝑋)𝐹𝑌(𝑌) 2
• 若 𝐹𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 为连续分布，则当且仅当 𝑋 和 𝑌 相互独立，𝐷2(𝑗) 取值为 0。

5.9.2 独立性和不相关性
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其他类型的相关系数

• 另外，肯德尔 (Kendall) 秩相关系数 𝜏 (即样本秩相关统计量，

用于测度两个测量量之间的序数关联) 的总体形式 (或概率极

限) 为 𝜏𝑋𝑌 = 4cov 𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌(𝑦) = 4𝐸 𝜎𝑋𝑌(𝑋, 𝑌)= ∞∞−׬4 ∞∞−׬ 𝜎𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝐹𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)
• 在统计学，著名的斯皮尔曼 (Spearman) 相关系数或斯皮尔

曼 𝜌 (即样本观测值的秩次相关系数) 的总体形式 (或概率极

限) 为 𝑆𝑋𝑌 = cov 𝐹𝑋(𝑋),𝐹𝑌(𝑌)var 𝐹𝑋(𝑋) var 𝐹𝑌(𝑌)
• 可以证明 cov 𝐹𝑋(𝑋), 𝐹𝑌(𝑌) = 𝐸 𝜎𝑋𝑌(𝑋, 𝑌)

5.9.2 独立性和不相关性
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总结

• cov(𝑋, 𝑌)：刻画线性相关关系，但它只能判断方向，即正相关

或负相关。

• 𝜌𝑋𝑌 = cov(𝑋,𝑌)𝜎𝑋𝜎𝑌 ：刻画相关关系，绝对值越接近一，相关性越高。

• 考 虑 一 个 线 性 回 归 𝑌 = 𝛼 + 𝑋𝛽 + 𝘀， 估 计 量 表 达 式 𝛽 =cov(𝑋,𝑌)Var(𝑋) ，因此，线性回归分析即相关分析。

• 𝑋 和 𝑌 是独立的可以推出 cov 𝑋, 𝑌 = 0，但反过来不成立。

• 𝑋 和 𝑌 是独立的当且仅当 cov(𝑔(𝑋), ℎ(𝑌)) = 0，∀𝑔(∙), ℎ(∙)。
下一节将给出 𝑔(∙), ℎ(∙) 的选择。
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第一节随机向量及其联

合概率分布

第二节边际分布

第三节条件分布

第四节独立性

第五节二元变换

第六节二元正态分布

第七节期望与协方差

第八节联合矩生成函数
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第十节条件期望

第十一节小结
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◆ 问题 5.12

从条件分布 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) 可获取什么信息？

第十节条件期望

• 可测函数 𝑔(𝑋, 𝑌) 基于 𝑋 = 𝑥 的条件期望定义为𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌) ∣ 𝑋 = 𝑥] = 𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌) ∣ 𝑥]= ቐσ𝑦∈Ω𝑌(𝑥) 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥), (𝑋, 𝑌) 为离散随机变量׬−∞∞ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)𝑑𝑦, (𝑋, 𝑌) 为连续随机变量

• 其中 Ω𝑌(𝑥) = {𝑦 ∈ Ω𝑌: 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) > 0} 为 𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 条件

下的支撑。

定义 5.21 [条件期望 (Conditional Expectation)] 
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第十节条件期望𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌)|𝑋] 为随机变量 𝑋 的函数

• 在求条件期望 𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌)|𝑋 = 𝑥] 时，𝑥 被视为固定值，且条

件期望是对 𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件分布而非 𝑌 的无条件分布

求期望。

• 由于积分已消去 𝑦，条件期望 𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌)|𝑋 = 𝑥] 仅为 𝑥 的函

数。



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
246

第十节条件期望

假设 𝑔(𝑋, 𝑌) 为可测函数且 𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌)] 存在，则𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌)] = 𝐸𝑋{𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌) ∣ 𝑋]} = 𝐸𝑌{𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌) ∣ 𝑌]}
定理 5.24 [重复期望法则 (Law of Iterated Expectations)]

证明：

• 只考虑连续随机变量的情形。

• 假设 (𝑋, 𝑌) 的联合 PDF 为 𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)。
• 由联合概率密度的乘法法则，当 𝑓𝑋(𝑥) > 0 时，有𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)𝑓𝑋(𝑥)
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证明 (Cont.) :

• 因此𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌)] = ∞∞−׬ ∞∞−׬ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓𝑋𝑌(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦= ∞∞−׬ ∞∞−׬ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑦= ∞∞−׬ ∞∞−׬ 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)𝑑𝑦 𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥= ∞∞−׬ 𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌) ∣ 𝑋 = 𝑥]𝑓𝑋(𝑥)𝑑𝑥= 𝐸𝑋{𝐸[𝑔(𝑋, 𝑌) ∣ 𝑋]}
• 对离散随机变量的情形同理可证。

证毕。
重复期望法则提供一种计算无条件期望的两阶段方法，因此也
常称为全期望法则 (the law of total expectation)，类似于第二章
的全概率公式。
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𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件均值定义为𝐸(𝑌 ∣ 𝑥) = 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋 = 𝑥)
= ෍𝑦∈Ω𝑌(𝑥) 𝑦𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥), (𝑋, 𝑌) 为离散随机变量

න−∞∞ 𝑦𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)𝑑𝑦 (𝑋, 𝑌) 为连续随机变量

定义 5.22 [条件均值 (Conditional Mean)]：



第五章 多元随机变量及其概率分布概率论与统计学 2024-12-30
249

第十节条件期望

例 5.38 [平均工资和重复期望法则]：

• 假设 𝑌 为员工的工资，𝑋 为员工的性别虚拟变量，若为女性

员工，其取值为 0；若为男性，其取值为 1。则

✓ 𝐸(𝑌|𝑋 = 0) 为女性员工的平均工资，

✓ 𝐸(𝑌|𝑋 = 1) 为男性员工的平均工资。

• 根据重复期望法则，可得全体员工的平均工资为𝐸(𝑌) = 𝐸[𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)]= 𝑃(𝑋 = 0)𝐸(𝑌 ∣ 𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1)𝐸(𝑌 ∣ 𝑋 = 1)
其中 𝑃(𝑋 = 0) 为女性员工在劳动力中的比例，𝑃(𝑋 = 1) 为

男性员工在劳动力中的比例。

• 重复期望法则的使用可清楚地了解劳动力市场的收入分配情

况。
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条件均值刻画 𝑿对 𝒀的预测关系
• 条件均值 𝐸(𝑌 |𝑋) 仅为 𝑋 的函数。

• 为了明确 𝑋 对 𝑌 的预测关系，也被称为 𝑌 对 𝑋 的回归函数。

• 该预测关系是统计学和计量经济学的一个主要研究对象。
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• 假设 𝑋 和 𝑌 是定义在同一样本空间上的随机变量，且 𝑌 具

有有限方差，则条件均值 𝐸(𝑌|𝑋) 是 𝐸 𝑌 − 𝑔 𝑋 2 最小化问

题的最优解，即𝐸 𝑌 𝑋 = arg min𝑔(⋅) 𝐸[𝑌 − 𝑔(𝑋)]2
其中最小化是对所有可测且平方可积函数求得。

定义 5.25 [均方误准则 (Mean Squared Error Criterion)] 
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证明：

• 令 𝑔0(𝑋) = 𝐸(𝑌|𝑋)，则有MSE(𝑔) = 𝐸[𝑌 − 𝑔(𝑋)]2= 𝐸 𝑌 − 𝑔0(𝑋) + 𝑔0(𝑋) − 𝑔(𝑋) 2= 𝐸 𝑌 − 𝑔0(𝑋) 2 + 𝑔0(𝑋) − 𝑔(𝑋) 2+2𝐸 𝑌 − 𝑔0(𝑋) 𝑔0(𝑋) − 𝑔(𝑋)= 𝐸 𝑌 − 𝑔0(𝑋) 2 + 𝐸 𝑔0(𝑋) − 𝑔(𝑋) 2
• 根据重复期望法则以及 𝐸{[𝑌 − 𝑔0(𝑋)] |𝑋} = 0，可证倒数第二

个等式中的交叉项为零：𝐸 𝑌 − 𝑔0(𝑋) 𝑔0(𝑋) − 𝑔(𝑋) = 𝐸𝑋 𝐸 𝑌 − 𝑔0(𝑋) 𝑔0(𝑋) − 𝑔(𝑋) ∣ 𝑋= 𝐸𝑋 𝑔0(𝑋) − 𝑔(𝑋) 𝐸 𝑌 − 𝑔0(𝑋) ∣ 𝑋= 𝐸𝑋 𝑔0(𝑋) − 𝑔(𝑋) ⋅ 0= 0
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证明 (Cont.) :

• 在 MSE(𝑔) 的分解式中，第一项 𝐸 𝑌 − 𝑔0 𝑋 2 与 𝑔(·) 无关。

• 因 此 ， 求 𝑔(·) 最 小 化 MSE(𝑔) 等 价 于 最 小 化 第 二 项𝐸 𝑔0 𝑋 − 𝑔 𝑋 2。

• 当且仅当 𝑔(𝑋) = 𝑔0(𝑋) 时，该项达到最小。

证毕。
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假设 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) 存在，则存在随机变量 𝘀 使得 𝑌 = 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) + 𝘀
其中 𝘀 满足 𝐸(𝘀 ∣ 𝑋) = 0。

定理 5.26 [回归恒等式 (Regression Identity)] 

证明：

• 定义 𝘀 = 𝑌 − 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)，则 𝑌 = 𝐸(𝑌|𝑋) + 𝘀，其中𝐸(𝘀 ∣ 𝑋) = 𝐸{[𝑌 − 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)] ∣ 𝑋}= 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) − 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)= 0
证毕。
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定理 5.26 的含义

• 随机变量 𝘀 通常称为回归函数 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) 的随机扰动项，反映了𝑋 和 𝑌 之间关系的不确定性程度。当 𝘀 = 0 时，𝑋 和 𝑌 之间的

关系完全确定。此时，𝑌 = 𝑔0(𝑋)，其中 𝑔0(·) 为某个可测函数。

• 条件 𝐸(𝘀 ∣ 𝑋) = 0 的含义：该条件表明 𝘀 不包含可用于预测 𝑌
的条件期望值的任何有关 𝑋 的有用信息。𝑋 的系统信息中能够

用于预测 𝑌 之条件均值的部分已完全反映在回归函数 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)
中。

• 回归函数 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) 是 𝑋 的线性或非线性函数。当 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) =𝑎 + 𝑏𝑋 时，称为线性回归函数。第十章将系统讨论线性回归

模型的估计和检验理论。
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例 5.40：

• 假设 (𝑋, 𝑌) 服从二元正态分布 𝐵𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌)，则条件

均值 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) = 𝜇2 + 𝜌𝜎2𝜎1 𝑋 − 𝜇1
• 此为 𝑋 的线性函数。

• 当 𝐸(𝑌|𝑋) = 𝑎 + 𝑏𝑋 时，线性回归方程为𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝘀
• 其中 𝐸(𝘀|𝑋) = 0。
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假设 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝘀，其中 𝐸(𝘀|𝑋) = 0，则 𝐸(𝑋𝘀) = 0。

引理 5.7：

证明：

• 根据定理 5.24 的重复期望法则，有𝐸(𝑋𝘀) = 𝐸[𝐸(𝑋𝘀 ∣ 𝑋)]= 𝐸[𝑋𝐸(𝘀 ∣ 𝑋)]= 𝐸(𝑋 ⋅ 0)= 0
• 这意味着 𝑐𝑜𝑣(𝑋, 𝘀) = 0。(为什么？) 

证毕。
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• 由于 𝘀 不包含可用于预测 𝑌 的条件期望的 𝑋 的信息，𝘀 应当

与 𝑋 正交，即 𝐸(𝑋𝘀) = 0。根据正交性可得，𝘀 和 𝑋 不相关，

即 cov(𝑋, 𝘀) = 0。

• 事实上，根据重复期望法则，𝐸(𝘀|𝑋) = 0 意味着 𝘀 与 𝑋 的任

意可测函数 ℎ(𝑋) 均正交，即 𝐸[𝘀ℎ(𝑋)] = 0。
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例 5.42 [消费函数 (Consumption Function) 和边际消费倾
向 (Marginal Propensity to Consume)]：

• 假设 𝑌 为消费，𝑋 为收入，且 𝑌 = 𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝘀
• 其中 𝘀 代表了其他影响消费的随机因素，满足 𝐸(𝘀 ∣ 𝑋) = 0。

条件期望 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) = 𝑎 + 𝑏𝑋
称为消费函数，其导数𝑑𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)𝑑𝑋 = 𝑏
为预期边际消费倾向，即当收入增加 1 个单位时消费的预期

增加量。这是凯恩斯有效需求不足理论中最重要的一个概念。
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例 5.43 [条件均值和有效市场假说 (Efficient Market 

Hypothesis, EMH)]：

• 假设 𝑌𝑡 表示第 𝑡 期的资产收益率，𝐼𝑡−1 为第 𝑡 − 1 期可获得

的信息。

• 假设投资者试图用第 𝑡 − 1 期获得的信息预测第 𝑡 期资产收

益率 𝑌𝑡。若基于 𝑡 − 1 期信息的预期收益率 𝐸 𝑌𝑡 ∣ 𝐼𝑡−1 和长

期市场平均收益率 𝐸(𝑌𝑡) 相等，则 𝑡 − 1 期信息对未来预期收

益率 𝑌𝑡 无预测能力。

• 此时，称资本市场对 𝑡 − 1 期信息是有效的。该假说的正式

表述如下 𝐸 𝑌𝑡 ∣ 𝐼𝑡−1 = 𝐸 𝑌𝑡
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存在三种形式的有效市场假说：

(1) 弱式有效市场，其中 𝐼𝑡−1 仅包含第 𝑡 − 1 期可获取的资产收

益率所有历史信息。

(2) 半强式有效市场，其中 𝐼𝑡−1 包含第 𝑡 − 1 期可获取的所有公

开信息。

(3) 强式有效市场，其中 𝐼𝑡−1 不仅包含第 𝑡 − 1 期可获取的公开

信息，还包括一部分未公开的内部信息。
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例 5.44 [期望损失 (Expected Shortfall) 与金融风险管理
(Financial Risk Management)]：

• 例 3.33 介绍了投资组合在某个时期的风险价值的概念。

• 在 𝛼 水平上的风险价值 𝑉𝑡(𝛼) 定义如下𝑃 𝑋𝑡 < −𝑉𝑡(𝛼) ∣ 𝐼𝑡−1 = 𝛼
• 其中

✓ 𝑋𝑡 为投资组合在第 𝑡 时期的收益，

✓ 𝐼𝑡−1 为第 𝑡 − 1 期可获得的信息。

✓ 风险价值 𝑉𝑡(𝛼) 是实际损失以概率 𝛼 超出的临界值，通

常用于确定资产充足水平以防止极端损失事件的发生。
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例 5.44 (Cont.)：

• 在实际应用中，仅基于风险价值确定资产充足水平可能还不

够谨慎。

• 一些金融监管者建议使用期望损失即条件均值 𝐸𝑆𝑡(𝛼) 设定

资产充足水平。𝐸𝑆𝑡(𝛼) = −𝐸[𝑋𝑡 ∣ 𝑋𝑡 < −𝑉𝑡(𝛼)]
✓ 在 𝛼 水平的期望损失是假定危机发生情况下的预期损失

(当实际损失超出风险价值时即视为危机发生)。

✓ 当 𝛼 很小时，期望损失总是大于风险价值，从而提供了

更为谨慎的风险管理方式。
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例 5.45 [动态资产定价模型 (Dynamic CAPM) 与欧拉方程
(Euler Equation)]：

• 在基于消费的标准资产定价模型中，代表性投资者在跨期预

算约束下通过最大化如下预期终身效用以选择最优消费路径{𝐶𝑡 , 𝑡 = 1, 2,· · · }：max𝐶𝑡 𝐸෍𝑗=0∞ 𝛽𝑗𝑢 𝐶𝑡+𝑗
• 其中

✓ 𝛽 为时间折现因子 (time discount factor)，

✓ 𝑢(·) 为投资者在每个时期的效用函数。
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例 5.45 (Cont.)：

• 该跨期效用最大化问题的一阶条件为：𝐸 𝑀𝑡+1𝑅𝑡+1 ∣ 𝐼𝑡 = 1
• 其中

✓ 𝑀𝑡+1 = 𝛽 𝑢′ 𝐶𝑡+1𝑢′ 𝐶𝑡 称为随机折现因子 (stochastic discount

factor)，反映了代表性投资者的风险态度，

✓ 而 𝑅𝑡+1 则为从第 𝑡 期到第 𝑡 + 1 期的总资产收益率。

• 上述以条件均值刻画的一阶条件 (first order conditions, FOC)

通常称为欧拉方程 (Euler equation)。
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• 定义随机定价误差 𝘀𝑡+1 = 𝑀𝑡+1𝑅𝑡+1 − 1
• 则欧拉方程可等价表示为𝐸(𝘀𝑡+1 ∣ 𝐼𝑡) = 0
• 直观上，欧拉方程揭示了第 𝑡 + 1 期的预期风险补偿收益应

等于 1 (即第 𝑡 期的投资成本)，也就是在每个时期均不存在

系统定价偏差。

• 它刻画了不确定条件下最优资产投资路径，从而也等价地刻

画了不确定条件下最优消费路径。

例 5.45 (Cont.)：
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• 给定 𝑋 = 𝑥 时 𝑌 的条件方差定义为var(𝑌 ∣ 𝑋 = 𝑥) = න−∞∞ [𝑦 − 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋 = 𝑥)]2𝑑𝐹𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)
• 直观上，𝘀 = 𝑌 − 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) 为用 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) 预测 𝑌 时，𝑌 中不

可预测的成分。

• 条件方差 var(𝑌 ∣ 𝑋) = var(𝘀 ∣ 𝑋) 度量了在给定信息 𝑋 条件

下，𝑌 的波动性或变异性如何随 𝑋 的变化而变化。

定义 5.23 [条件方差 (Conditional Variance)]
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条件方差函数 var(𝑌|𝑋)
• 条件同方差 (conditional homoskedasticity)： var(𝑌|𝑋) = 𝜎2

为常数，即 var(𝑌|𝑋) 不依赖于 𝑋。

✓ 条件同方差是经典回归模型的一个重要假设 (参考第十章)。

• 条件异方差 (conditional heteroskedasticity)： var(𝑌 ∣ 𝑋) ≠ 𝜎2，𝑌 基于 𝑋 的条件方差是 𝑋 的函数，即条件方差依赖于 𝑋。

✓ 因为不同经济主体之间、不同时间段之间存在异质性，所

以条件异方差现象并不罕见。比如，规模较大的企业，其

产出变化常常较大。
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例 5.46 [利率波动的水平效应 (Level Effect)]：

• 利率波动的一个重要经验典型特征事实是：利率波动取决于

利率水平，即利率水平越高，其波动越大，如图 5.12 所示

的美国短期利率情形。

• 这一现象称为利率波动的水平效应，通常建模如下var 𝑟𝑡 ∣ 𝐼𝑡−1 = 𝛼𝑟𝑡−1𝜌
• 其中

✓ 𝑟𝑡 为第 𝑡 期的短期利率，

✓ 𝐼𝑡−1 为第 𝑡 − 1 期可获得的信息。

• 更多讨论参见 Chan et al. (1992)。
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例 5.47 [ARCH 模型和波动聚类 (Volatility Clustering)]：

• 在金融市场上，资产价格的当期较大波动倾向于伴随未来较大

波动，当期较小的波动倾向于伴随未来较小波动。该现象称为

波动聚类 (Mandelbrot, 1963 )。

• 为解释这一经验典型特征事实，Engle (1982) 提出了一类自回

归条件异方差 (ARCH) 模型对波动进行建模。

• 假设 𝑌𝑡 为第 𝑡 时期的资产收益率，那么 ARCH(1)模型为var 𝑌𝑡 ∣ 𝐼𝑡−1 = 𝛼 + 𝛽𝑌𝑡−12
其中参数 𝛼, 𝛽 > 0，且 𝐼𝑡−1 包含了所有过去的资产收益信息。
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var(𝑌 ∣ 𝑋) = 𝐸 𝑌2 ∣ 𝑋 − [𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)]2引理 5.8：

例 5.48：

与例 5.39 相同，令 𝑓𝑋𝑌 𝑥, 𝑦 = 𝑒−𝑦，其中 0 < 𝑥 < 𝑦 < ∞。根

据例 5.39 可知 𝐸(𝑌| 𝑥) = 1 + 𝑥，则

CONTINUE
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var(𝑌 ∣ 𝑥) = 𝐸 𝑌2 ∣ 𝑥 − [𝐸(𝑌 ∣ 𝑥)]2= න𝑥∞ 𝑦2𝑒−(𝑦−𝑥)𝑑𝑦 − (1 + 𝑥)2= 𝑒𝑥 න𝑥∞ 𝑦2𝑒−𝑦𝑑𝑦 − (1 + 𝑥)2= −𝑒𝑥 න𝑥∞ 𝑦2𝑑𝑒−𝑦 − (1 + 𝑥)2 这里 𝑑𝑒−𝑦 = −𝑒−𝑦𝑑𝑦
= −𝑒𝑥 ቚ𝑦2𝑒−𝑦 𝑥∞ −න𝑥∞ 𝑒−𝑦𝑑𝑦2 − (1 + 𝑥)2
= −𝑒𝑥 0 − 𝑥2𝑒−𝑥 − 2න𝑥∞ 𝑦𝑒−𝑦𝑑𝑦 − (1 + 𝑥)2
= 𝑥2 + 2𝑒𝑥 න𝑥∞ 𝑦𝑒−𝑦𝑑𝑦 − (1 + 𝑥)2= 𝑥2 + 2න𝑥∞ 𝑦𝑒−(𝑦−𝑥)𝑑𝑦 − (1 + 𝑥)2= 𝑥2 + 2(1 + 𝑥) − (1 + 𝑥)2= 1

例 5.48  (Cont.)：
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例 5.49 [二维正态分布与条件同方差]：

假设 𝑋 和 𝑌 服从二元正态分布 𝐵𝑁(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌)，证明条件

方差 var(𝑌|𝑋) = 𝜎22(1 − 𝜌2)。
解：

• 在第五章第六节中，已证对二元正态分布，给定 𝑋 时，𝑌 的

条件分布服从正态分布：

✓ 均值为 𝜇2 + 𝜌𝜎2𝜎1 (𝑋 − 𝜇1)，
✓ 方差为 𝜎22(1 − 𝜌2) 。

• 因此，条件方差 var(𝑌|𝑋) = 𝜎22(1 − 𝜌2)，其不依赖于 𝑋。
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对任意两个存在有限二阶矩的随机变量 𝑋 和 𝑌，有var(𝑌) = var[𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)] + 𝐸[var(𝑌 ∣ 𝑋)]
定理 5.27 [方差分解 (Variance Decomposition)]

证明：
• 令 𝑔0(𝑋) = 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)，有 𝑌 = 𝑔0(𝑋) + 𝘀，其中 𝐸(𝘀 ∣ 𝑋) = 0。

则 var(𝑌) = var 𝑔0(𝑋) + 𝘀= var 𝑔0(𝑋) + var(𝘀) + 2cov 𝑔0(𝑋), 𝘀= var 𝑔0(𝑋) + var(𝘀)
• 其中最后一个等式由定理 5.24 的重复期望法则以及 𝐸(𝘀 ∣ 𝑋) =0 而得，因为cov 𝑔0(𝑋), 𝘀 = 𝐸 𝑔0(𝑋)𝘀 − 𝐸 𝑔0(𝑋) 𝐸(𝘀)= 0
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证明 (Cont.)：

• 由于第一项 var[𝑔0(𝑋)] = var[𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)]，只需证明 var(𝘀) =𝐸[var(𝑌 ∣ 𝑋)]。
• 由 𝐸(𝘀 ∣ 𝑋) = 0 以及重复期望法则，有 𝐸(𝘀) = 0 且var(𝘀) = 𝐸 𝘀2= 𝐸 𝐸 𝘀2 ∣ 𝑋= 𝐸[var(𝑌 ∣ 𝑋)]
• 其中，由定义有 var(𝑌 ∣ 𝑋) = 𝐸(𝘀2 ∣ 𝑋)。
证毕。
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方差分解定理的含义
方差分解定理也称为总方差定律 (the law of total variance) 或迭
代方差定律 (the law of iterated variances)。
• 直观上，方差分解定理表示 𝑌 的总方差 var(𝑌) 等于两部分

之和：

✓ var[𝐸(𝑌|𝑋)]：最优 MSE 预测量 𝐸(𝑌|𝑋) 的波动，其测度

了 𝐸(𝑌|𝑋) 对 𝑌 的预测能力。𝐸(𝑌|𝑋) 波动越大，其对 𝑌
的预测能力越强；

✓ 𝐸[var(𝑌|𝑋)]：预测误差 𝘀 = 𝑌 − 𝐸(𝑌|𝑋) 之平方的均值，

即 𝑋 对 𝑌 的均方预测误差。
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条件偏度与条件峰度

• 在计量经济学，前两阶条件矩非常重要。然而，经济学和金

融学研究越来越关注高阶条件矩。以下是两个例子：

✓ (1) 条件偏度 (conditional skewness)𝑆(𝑌 ∣ 𝑋) = 𝐸 𝘀3 ∣ 𝑋[var(𝘀 ∣ 𝑋)]3/2
✓ (2) 条件峰度 (conditional kurtosis)𝐾(𝑌 ∣ 𝑋) = 𝐸 𝘀4 ∣ 𝑋[var(𝘀 ∣ 𝑋)]2
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例 5.52：

设 (𝑋, 𝑌 ) 服从二维正态分布 𝑁𝐵(𝜇1, 𝜇2, 𝜎12, 𝜎22, 𝜌)，求 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)，var(𝑌 ∣ 𝑋)，𝑆(𝑌 ∣ 𝑋) 和 𝐾(𝑌 ∣ 𝑋)。
解：

• 前面已证，𝑌 基于 𝑋 的条件分布为正态分布𝑌 ቤ𝑋 ∼ 𝑁 𝜇2 + 𝜌𝜎2𝜎1 𝑋 − 𝜇1 , 𝜎22 1 − 𝜌2
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解 (Cont.)：

• 因此，条件均值𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) = 𝜇2 + 𝜎2𝜎1 𝜌 𝑋 − 𝜇1
• 条件方差 var(𝑌 ∣ 𝑋) = 𝜎22 1 − 𝜌2
• 条件偏度 𝑆(𝑌 |𝑋) = 0
• 条件峰度 𝐾(𝑌 |𝑋) = 3
• 本例说明对二元正态变量，仅一阶条件矩 𝐸(𝑌 |𝑋) 依赖于 𝑋，

其他高阶条件矩均为常数，即不依赖于 𝑋。
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在经济实证研究中，应当采用哪个条件矩进行建模呢？

• 这取决于所研究的经济问题的本质。

✓ 对一些具体应用，如市场有效性假说和动态资产定价，需

要对经济变量或其函数的条件均值建模。

✓ 对诸如波动溢出 (volatility spillover) 之类的研究，则需要

对条件方差建模。

✓ 在研究金融风险管理(如，金融危机管理)、对冲和衍生品

定价时，则需要对高阶条件矩乃至整个条件分布建模。
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在经济实证研究中，应当采用哪个条件矩进行建模呢？(Cont.)

• 更一般地，考察以下不确定条件下的决策问题。假设决策者的

损失函数 (loss function) 为 𝑙(·)。该决策者在已知信息 𝑋 = 𝑥
的基础上作出决策 𝑎 以最小化预期损失函数。最小化问题为min𝑎 𝐸[𝑙(𝑌 − 𝑎) ∣ 𝑋 = 𝑥] = min𝑎 න−∞∞ 𝑙(𝑦 − 𝑎)𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥)𝑑𝑦

• 其中 𝑌 为决策者制定决策时不可预知的随机结果，𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣𝑥) 为 𝑌 基于 𝑋 = 𝑥 的条件 PDF。

• 在实际应用中，条件 PDF 𝑓𝑌∣𝑋(𝑦 ∣ 𝑥) 通常未知，从而需要对

其建模。
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在经济实证研究中，应当采用哪个条件矩进行建模呢？(Cont.)

• 当损失函数为二次型时： 𝑙(𝑒) = 𝑒2
✓ 最优决策为条件均值𝑎∗(𝑋) = 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋)

• 当损失函数为所谓的 Linexp 函数，且 𝑌 基于 𝑋 的条件分布为

正态分布时： 𝑙(𝑒) = 1𝛼2 𝑒𝛼𝑒 − (1 + 𝛼𝑒)
✓ 最优决策为条件均值和条件方差的线性组合𝑎∗(𝑋) = 𝐸(𝑌 ∣ 𝑋) + 𝛼2 var(𝑌 ∣ 𝑋)
✓ 除了 𝛼 = 0 的情形，Linexp 损失函数为不对称函数。

✓ 当 𝛼 = 0 时，Linexp 函数变成平方损失函数。
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不同 𝜶值对应的 𝑳𝒊𝒏𝒆𝒙𝒑损失函数
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第一节随机向量及其联

合概率分布

第二节边际分布

第三节条件分布

第四节独立性

第五节二元变换

第六节二元正态分布

第七节期望与协方差

第八节联合矩生成函数

第九节独立性和期望

第十节条件期望

第十一节小结
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第十一节 小结

总结

• 计量经济学最重要目的之一是识别各种经济关系。

• 本章主要内容：

✓ 引入联合 CDF 刻画随机变量 𝑋 和 𝑌 的联合概率分布，并

且针对 (𝑋, 𝑌) 为离散随机变量或连续随机变量情形，分别

给出了联合 PMF、联合 PDF 及其相应的条件分布形式

✓ 介绍了二元变换联合分布的计算方法、借助条件分布考察

了 𝑋 和 𝑌 之间的预测关系

✓ 详细探讨了独立性概念及其对联合分布、条件分布、相关

性以及联合矩生成函数的含义

✓ 介绍了一类二元正态分布，并讨论了其重要性质
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Thank You !


