
第二章概率论基础

洪永淼
中国科学院数学与系统科学研究院
中国科学院大学经济与管理学院

Copyright ◎ 2024 by Professor Hong Yongmiao, All rights reserved. Requests for permission should be mailed to: ymhong@amss.ac.cn

1. 版权归作者洪永淼教授所有；
2. 不得移除作者署名，否则将视为侵权；
3. 对于不遵守此声明或者其他违法使用本文内容者，作者依法保留追究权等。
4. 发现课件错误请联系作者 ymhong@amss.ac.cn



第一节随机试验
第二节概率论的基本概念
第三节集合理论概述
第四节概率论基础
第五节计数方法
第六节条件概率
第七节贝叶斯定理
第八节独立性
第九节小结

目 录



第二章概率论基础概率论与统计学 2024-12-30 3

• 如果一项试验能够在相同条件下重复进行，并且该试验至少

有两种可能的结果，但在每一次试验前无法确定哪个结果会

实现，则称之为随机试验。

• 换言之，随机试验是无法确切预知结果的一种机制。

定义 2.1: 随机试验 (Random Experiment)

此处“试验”表示一般意义上
的观察或测度的过程，而未必
是类似于物理学等自然科学中

真正实施的实验。

第一节随机试验
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• 任何随机试验均有以下两个要素：

✓ 所有可能结果的集合；

✓ 每个结果发生的可能性。

• 现代经济学一个主要目的是研究不确定市场条件下稀缺资源

的有效配置问题。经济主体在决策时通常无法确定其行为所

产生的后果。这种经济行为结果的不确定性在某种程度上与

随机试验相似。

第一节随机试验



第二章概率论基础概率论与统计学 2024-12-30 5

• 正如第一章所述，现代经济统计分析建立在以下两个基本

公理上：

➢ 经济系统可视为服从某个概率法则的随机试验。

➢ 任何经济现象 (常以数据形式测度) 都可视为上述随机试

验的一个结果。随机试验常被称为“数据生成过程”。

第一节随机试验
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• 在现代统计学中，数理统计分析的主要目的是为人们所关心的

随机试验提供数学概率模型以及推断方法。

• 就计量经济学而言，计量分析的主要目的是用经济观测数据推

断经济系统所服从的概率法则，进而运用该概率法则。

第一节随机试验

解释经验典
型特征事实

检验经济理
论/经济假说

预测未来变
化趋势

政策评估与
分析
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• 随 机 试 验 可 能 产 生 的 结 果 称 为 “基本结果” (basic

outcomes)。所有基本结果的集合构成随机实验的“样本

空间”(sample space)，用 𝑆 表示。

• 实施一次试验仅会得到样本空间中的一个 (且仅一个) 结果。

若进行多次试验，则可能出现不同的结果或者某些结果可能

重复出现。

定义 2.2: 样本空间 (Sample Space)

第二节概率论的基本概念
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• 样本空间 𝑆 也常称为结果空间 (outcome space)。

• 𝑆 的每个结果称为 𝑆 的一个元素 (element) 或一个样本点

(sample point)。

澳大利亚数学家和工程师路
德维希 ·冯 ·密塞斯 (Ludwig

von Mises) 1931年首次提出样
本空间的概念。

Ludwig von Mises

第二节概率论的基本概念
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例2.1: [抛一枚硬币]

样本空间: {正面朝上𝐻, 反面朝上𝑇}

例2.2: [掷骰子]

样本空间: {1, 2, 3, 4, 5, 6}

例2.3: [抛两枚硬币]

样本空间：{(𝐻, 𝐻), (𝐻, 𝑇), (𝑇, 𝐻), (𝑇, 𝑇)}

样
本
空
间
可
数

第二节概率论的基本概念
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例 2.4: [经济周期拐点]

• 若中国国内生产总值 (GDP) 的增长率为正时令变量 𝑌 = 1，
反之则令变量 𝑌 = 0。

• 据此，可用指标变量 𝑌 的信息考察中国经济运行的拐点。

第二节概率论的基本概念
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例 2.5：地区气温

• 假设 𝑡0 为某地区的最低气温， 𝑡1 为该地区最高气温。令 𝑡
表示该地区可能的气温值，则 𝑡 的样本空间为𝑆 = 𝑡 ∈ ℝ: 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1
其中ℝ表示实数集。 样本空间不可数

第二节概率论的基本概念
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• 事件 𝐴 是样本空间 𝑆 中具有某些共同特征或服从某些共同

约束条件的基本结果所组成的集合。

• 若随机试验导致构成事件 𝐴 的一个 (且仅一个) 基本结果发

生，则称事件 𝑨 发生。换言之，若事件 𝐴 的任何一个基本

结果发生 ，则称事件 𝐴 发生。

定义 2.3: 事件 (Event)

数学上，一个事件等同于一
个集合。因此，“集合”与
“事件”两个概念可以互换。

第二节概率论的基本概念
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例 2.6 [掷骰子]

• 定义

✓ 事件 𝐴 为“掷骰子的结果是偶数”，则 𝐴 = {2, 4, 6}；

✓ 事件 𝐵 为“掷骰子的结果大于等于 4”，则 𝐵 = {4, 5, 6}。

• 显然，样本空间、基本结果和事件三者之间的关系如下：

基本结果 ⊆事件 ⊆样本空间

第二节概率论的基本概念
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• 维恩图 (Venn Diagram): 可用于表示样

本点、样本空间、事件或相关概念。

• 维恩图在数学上常用以表示集合之间

的关系。

John Venn 在 其
1881 年出版的《符
号逻辑》一书中首
次提出维恩图

第三节集合理论概述
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• 𝐴 和 𝐵 的交集，记为 𝐴 ∩ 𝐵，指样本空间 𝑆 中同时属于 𝐴 和𝐵 的所有基本结果的集合。

• 当且仅当事件 𝐴 和 𝐵 同时发生时，二者的交集才会发生。

定义 2.4: 交集 (Intersection)

𝐴 ∩ 𝐵
𝑆

第三节集合理论概述
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• 若 𝐴 和 𝐵 不存在共同的基本结果，则称为互斥事件。此时

交集为空集 ∅，即 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅，其中 ∅ 表示内部为空的集合。

• 一般认为空集 ∅ 是任何集合的子集。

定义 2.5: 互斥 (Exclusiveness)

由于两个互斥事
件在维恩图中没
有重叠部分，也
被称为不相交。

𝑆
𝐴 𝐵

第三节集合理论概述
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• 𝐴 和 𝐵 的并集，记为 𝐴 ∪ 𝐵 ，是样本空间 𝑆 中属于 𝐴 或 𝐵
的所有基本结果的集合。

• 当且仅当 𝐴 或 𝐵 (或二者兼有) 发生时，二者的并集才会发生。

定义 2.6: 并集 (Union)

𝐴 和 𝐵 的并集也
称为逻辑和

第三节集合理论概述
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• 假设 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑛 是样本空间 𝑆 中的 𝑛 个事件，其中 𝑛 为任

意正整数。

• 若 ∪𝑖=1𝑛 𝐴𝑖 = 𝑆，则称这 𝑛 个事件是完全穷尽的。

定义 2.7: 完全穷尽 (Collective Exhaustiveness)

第三节集合理论概述
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定义 2.8: 补集 (Complement)

• 子集 𝐴 在样本空间 𝑆 的补集是指所有属于 𝑆 但不属于 𝐴 的

基本结果所构成的集合，记为 𝐴𝑐 。

事件 𝐴 的补集也
称为 𝐴的反

第三节集合理论概述
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定义 2.9: 差 (Difference)

• 𝐴 和 𝐵 的差是样本空间 𝑆 中属于 𝐴 而不属于 𝐵 的基本结果

所构成的集合，用 𝐴 − 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵𝑐 表示。

第三节集合理论概述
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[交换律 (Commutativity of union and intersection)]:𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 ∪ 𝐴𝐴 ∩ 𝐵 = 𝐵 ∩ 𝐴

[求补运算 (Complementation)]:𝐴𝑐 𝑐 = 𝐴∅ 𝑐 = 𝑆𝑆𝑐 = ∅

定理 2.1: 集合运算法则 (Laws of Sets Operations)

第三节集合理论概述

令 𝐴, 𝐵, 𝐶 表示样本空间 𝑆 的任何三个事件。则
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[分配律 (Distributivity laws)]:𝐴 ∩ (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐴 ∩ 𝐶)𝐴 ∪ (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ (𝐴 ∪ 𝐶)
一般地，对任意 𝑛 ≥ 1，有𝐵 ∩ ∪𝑖=1𝑛 𝐴𝑖 =∪𝑖=1𝑛 𝐵 ∩ 𝐴𝑖𝐵 ∪ ∩𝑖=1𝑛 𝐴𝑖 =∩𝑖=1𝑛 𝐵 ∪ 𝐴𝑖

[结合律 (Associativity of union and intersection)]:)(𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶 = 𝐴 ∪ (𝐵 ∪ 𝐶(𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝐶 = 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝐶)
定理 2.1 (Cont.):

第三节集合理论概述
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[德摩根律 (De Morgan’s laws)]:(𝐴 ∪ 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐(𝐴 ∩ 𝐵)𝑐 = 𝐴𝑐 ∪ 𝐵𝑐
一般地，对任意 𝑛 ≥ 1，有∪𝑖=1𝑛 𝐴𝑖 𝑐 =∩𝑖=1𝑛 𝐴𝑖𝑐∩𝑖=1𝑛 𝐴𝑖 𝑐 =∪𝑖=1𝑛 𝐴𝑖𝑐

第三节集合理论概述

定理 2.1 (Cont.):
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令 𝐴 和 𝐵 为样本空间 𝑆 的两个事件。请回答下列问题并给出

理由：

(1) 𝐴 ∩ 𝐵 和 𝐴𝑐 ∩ 𝐵 是否互斥?

(2) 𝐴 ∩ 𝐵 ∪ 𝐴𝑐 ∩ 𝐵 = 𝐵 ?

(3) 𝐴 和 𝐴𝑐 ∩ 𝐵 是否互斥?

(4) 𝐴 ∪ 𝐴𝑐 ∩ 𝐵 = 𝐴 ∩ 𝐵 ?

例 2.10

第三节集合理论概述
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令事件集 𝐴𝑖 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 互斥且完全穷尽, 并令 𝐴 是 𝑆 的任何

一个事件。

(1) 𝐴1 ∩ 𝐴,⋯ , 𝐴𝑛 ∩ 𝐴 是否互斥?

(2) 𝐴𝑖 ∩ 𝐴 的并集是否等于 𝐴 ？即是否有∪𝑖=1𝑛 𝐴𝑖 ∩ 𝐴 = 𝐴?

例 2.11

第三节集合理论概述
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• 完全穷尽且互斥的事件集构成了样本空间 𝑆 的一个分割

(partition)。

• 完全穷尽且互斥事件的集合可视为正交基的完备集，可表示

样本空间 𝑆 中的任意事件 𝐴，而 𝐴𝑖 ∩ 𝐴 代表事件 𝐴 在正交

基 𝐴𝑖 上的投影。

第三节集合理论概述
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• 考虑对样本空间 𝑆 中的事件 𝐴 赋予一个概率，以描述该事

件发生的可能性。

• 概率函数是从事件到实数的映射。若想对事件、事件的补集、

并集和交集等赋予概率，就需要允许事件的集合包含事件的

各种可能组合。

• 此种事件的集合称为样本空间 𝑆 的子集的西格玛域或 𝝈域
(𝜎-field)，其构成概率函数的定义域。

第四节概率论基础
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𝜎 代数 𝔹 是样本空间 𝑆 中满足下列条件的子集 (即事件) 的集合：

(1) ∅ ∈ 𝔹 (即空集包含在 𝔹 中);

(2) 若 𝐴 ∈ 𝔹 ，则 𝐴𝑐 ∈ 𝔹 (即 𝔹 对于可数补集是封闭的);

(3) 若 𝐴1, 𝐴2, ⋯ ∈ 𝔹, 则 ∪𝑖=1∞ 𝐴𝑖 ∈ 𝔹 (即 𝔹 对可数并集运算封闭)。

定义 2.10：𝜎代数 (𝜎 Algebra) 

• 𝜎 代数也称 𝜎 域，是样本空间 𝑆 中满足上述三个条件的所有

事件的集合，也是对任意事件赋予概率的概率函数的定义域。

• 𝜎 域是样本空间 𝑆 中子集的集合，但本身并不是 𝑆 的子集。

• 概率论中，事件空间就是 𝜎 域，而 (𝑆, 𝔹) 称为可测空间。

第四节概率论基础
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证明对任何样本空间 𝑆, 集合 𝔹 = {∅, 𝑆} 总为 𝜎 域。

◼ 证明: 分别验证 𝜎 域的三个性质：

(1) ∅ ∈ {∅, 𝑆}, 故 ∅ ∈ 𝔹
(2) ∅𝑐 = 𝑆 ∈ 𝔹 且 𝑆𝑐 = ∅ ∈ 𝔹
(3) ∅ ∪ 𝑆 = 𝑆 ∈ 𝔹

例 2.12

因此, 集合 𝔹 = {∅, 𝑆} 总

为 𝜎 域。

第四节概率论基础
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定义 𝔹 为样本空间 𝑆 中所有可能子集 (包括空集 ∅ ) 的集合。

则 𝔹 是否为 𝜎 域？

例 2.14

第四节概率论基础

例 2.13

设有样本空间 𝑆 = {1, 2, 3}。证明包含以下 8 个子集 {1}，{2}，{3}， {1, 2}，{1, 3}， {2, 3}， {1, 2, 3}与 ∅ 的集合是 𝜎 域。
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假设一个随机试验有样本空间 𝑆 和相关 𝜎 域 𝔹。概率函数𝑃:𝔹 → [0,1] 定义为满足以下条件的映射:

(1) 对 𝔹 中的任何事件 𝐴 有 0 ≤ 𝑃(𝐴) ≤ 1
表示“任何事件都可能发生”。

(2) 𝑃(𝑆) = 1
表示“进行任何一次随机试验时总有一个基本结果发生”。

(3) 若 𝐴1, 𝐴2, ⋯ ∈ 𝔹 互斥, 则 𝑃 ∪𝑖=1∞ 𝐴𝑖 = ∑𝑖=1∞ 𝑃 𝐴𝑖
表明互斥事件“和 (即并集)”的概率等于各事件发生概率的和。

定义 2.11: 概率函数 (Probability Function)

𝑃(𝐴)=0：事件不可能发生𝑃(𝐴)=1：事件必然发生

第四节概率论基础
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• 概率函数描绘了事件集 𝔹 中所有事件发生的概率是如何分布

的，因此也称为概率分布。

• 任何满足以上三个条件的函数 𝑃 ∙ 都称为概率函数。

• 计量经济学家和统计学家的主要任务就是通过数理统计方法

与经济观测数据，推断描述经济运行的概率函数。这一概率

函数通常被称为真实概率函数（或真实概率分布模型）。

第四节概率论基础
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◆问题

如何解释事件的概率？

第四节概率论基础 2.4.1 概率的解释
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• 将概率解释为相同条件下大量重复进行某一试验时同类事件发

生的相对频率。

➢ 当进行一次随机试验时，试验结果的实现值是样本空间 𝑆
中的一个基本结果。将该试验在相同条件下重复多次，可

得到多个不同的结果或者某些结果可能重复出现。

➢ 某一结果的概率可被视为是在相同条件下进行大量独立重

复试验时，该结果发生的“相对频率”的极限。

方法 1：相对频率解释
(Relative Frequency Interpretation)

第四节概率论基础 2.4.1 概率的解释
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• 重复 𝑁 次试验，“正面”朝上出现 𝑁ℎ次, 则“正面”朝上在𝑁 次试验中出现的比例是 𝑁ℎ/𝑁。当 𝑁 → ∞ 时, 该比例 𝑁ℎ/𝑁
的变动很小。

• 若硬币质地均匀，在试验次数很大时该比例将无限接近 0.5。

这一相对频率即为“正面”出现的概率。

例：抛掷一枚硬币

第四节概率论基础 2.4.1 概率的解释
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• 相对频率的解释在相同条件下大量重复试验的假设前提下成立。

在 统 计 学 中 ， 这 种 假 设 常 被 称 为 “ 独 立 同 分 布

(independence and identical distribution, IID)”。

✓ 当气象局预测下雨的概率为 30% 时，这

意味着在相同天气条件下有 30% 的概率

下雨。不能确认在某一天是否下雨，但若

气象预测准确且长期记录天气情况，会发

现在相同天气条件下下雨天数的比例非常

接近 30%。

例 2.15：

第四节概率论基础 2.4.1 概率的解释
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方法 2：主观概率解释
(Subjective Probability Interpretation)

• 主观法（subjective method）：将概率视为某一事件发生的主

观可能性。

◼ 主观概率常用于考察难以估计或无法估计相对频率的事件。

✓ 例如，由于相同的市场条件基本上

不会重复出现，未来某一时期美国

S&P 500 价格指数上升的概率难以

用频率解释给予合理的估算。

第四节概率论基础 2.4.1 概率的解释
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例: [理性期望概念 (Muth, 1961)]

• 理性期望概念假设经济主体的主观期望 (如，经济主体主观

概率分布的均值) 与数学期望一致 (如，客观概率分布的均

值)。所谓期望，就是对随机结果的加权平均，其中权重为

主观概率或客观概率。

第四节概率论基础 2.4.1 概率的解释
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例 2.16 [美联储费城分行的专业预测调查]

• 美国中央银行 —— 美联储费城分行每个季度发布重要宏观

经济指标的专业预测调查结果, 如对 GDP 增长率、通胀率和

失业率的预测。

• 美联储费城分行每季度都会对业内相关专业人士发放调查问

卷，询问他们对这些重要宏观经济指标的概率分布的预测,

例如预测通货膨胀率落在不同区间的概率。

第四节概率论基础 2.4.1 概率的解释
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例 2.17 [风险中性概率]

• 在 1997-1998 年亚洲金融危机期间，许多投资者非常担忧港

币盯住美元的所谓联系汇率制度的瓦解和港币的贬值。

• 换言之，在那个时期，投资者关于港币贬值的主观概率比港

币贬值的客观概率要高。

第四节概率论基础 2.4.1 概率的解释
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例 2.17 (Cont.)：

在金融衍生产品定价理论中，前者称为风险中性概率分布 ，后

者称为客观或自然概率分布。两个概率分布之间的差异反映了

市场投资者的风险态度。风险中性概率分布是现代金融衍生产

品定价的基本概念与基本工具。

第四节概率论基础 2.4.1 概率的解释
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概率空间是一个三元组合 (𝑆, 𝔹, 𝑃) ，其中:

◼ 𝑆 是随机试验的样本空间;

◼ 𝔹 是 𝑆 的子集 (即事件) 构成的 𝜎 域；

◼ 𝑃: 𝔹 → 0,1 是概率测度或概率函数。

一个概率空间 (𝑆,𝔹,𝑃) 完整描述了构筑样本空间 𝑆 的

随机试验 (random experiment)。由于概率函数 𝑃(·)

的定义域是 𝜎 域 𝔹 或样本空间 𝑆 的事件的集合，故𝑃(·) 也称为集合函数 (set function)。

第四节概率论基础 2.4.2 基本概率法则

定义 2.12: 概率空间 (Probability Space)
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定理 2.2

若将空集记为 ∅，则有 𝑃(∅)= 0
◼ 证明：由于 𝑆 = 𝑆 ∪ ∅, 且 𝑆 和 ∅ 互斥, 故𝑃(𝑆) = 𝑃(𝑆 ∪ ∅) = 𝑃(𝑆) + 𝑃(∅)

因此 𝑃 ∅ = 0。
◼ 问题：𝑃 𝐴 = 0 是否意味着 𝐴 = ∅？

第四节概率论基础 2.4.2 基本概率法则
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定理 2.3𝑃(𝐴) = 1 − 𝑃 𝐴𝑐
◼ 证明：注意到 𝑆 = 𝐴 ∪ 𝐴𝑐, 则𝑃(𝑆) = 𝑃 𝐴 ∪ 𝐴𝑐

因 𝑃(𝑆) = 1, 且 𝐴 和 𝐴𝑐 互斥, 有1 = 𝑃(𝐴) + 𝑃 𝐴𝑐
证毕。

事件 A 的概率与互补事件的概
率之比称为胜算比 (ratio of

odds)，即 𝑃(𝐴)𝑃 𝐴𝑐 = 𝑃(𝐴)1−𝑃(𝐴)

第四节概率论基础 2.4.2 基本概率法则
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定理 2.4

若 𝐴 和 𝐵 是 𝜎 域 𝔹 中的两个事件, 且 𝐴 ⊆ 𝐵, 则 𝑃(𝐴) ≤ 𝑃(𝐵)。
◼ 证明：由于 𝑆 = 𝐴 ∪ 𝐴𝑐 ，根据分配律可得𝐵 = 𝑆 ∩ 𝐵 = 𝐴 ∪ 𝐴𝑐 ∩ 𝐵= (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ 𝐴𝑐 ∩ 𝐵= 𝐴 ∪ 𝐴𝑐 ∩ 𝐵

因 𝐴 和 𝐴𝑐 ∩ 𝐵 互斥, 则给定 𝑃 𝐴𝑐 ∩ 𝐵 ≥ 0, 有𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃 𝐴𝑐 ∩ 𝐵≥ 𝑃(𝐴)
证毕。

第四节概率论基础 2.4.2 基本概率法则

[𝐴 ⊆ 𝐵，故𝐴 ∩ 𝐵 = A]
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定理 2.5

对 𝜎 域 𝔹 中任意两个事件 𝐴 和 𝐵,𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)
◼ 由于事件的概率等于其在样本空间中所占据的面积，定理2.5

可用维恩图表示，如下图所示

𝐴 ∩ 𝐵
𝑆

𝐴 𝐵

第四节概率论基础 2.4.2 基本概率法则
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定理 2.6 [全概率公式 (Rule of Total Probability)]

若事件序列 {𝐴𝑖 ∈ 𝔹, 𝑖 = 1,2,⋯ } 互斥且完全穷尽, 而 𝐴 ∈ 𝔹 是

样本空间 𝑆 的任意事件, 则𝑃(𝐴) =෍𝑖=1∞ 𝑃 𝐴 ∩ 𝐴𝑖
◼ 全概率公式可用维恩图直观描

述，假设只有 3 个事件。

第四节概率论基础 2.4.2 基本概率法则
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例 2.22

◼ 若 𝐴 = {概率论与统计学课程成绩 > 90 分的学生}，𝐴𝑖={来

自国家 𝑖 的学生} 。

◼ 则 𝐴 ∩ 𝐴𝑖={来自国家 𝑖 且其概率论与统计学课程成绩 > 90
分的学生}。

第四节概率论基础 2.4.2 基本概率法则
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定理 2.7

[次可加性 (Subadditivity)：布尔不等式 (Boole’s Inequality)]

对任意事件序列 𝐴𝑖 ∈ 𝔹, 𝑖 = 1,2,⋯ , 有𝑃 ∞𝑖=1ڂ 𝐴𝑖 ≤ ∑𝑖=1∞ 𝑃 𝐴𝑖 ，

𝐴1 𝐴2 𝐴3≤𝐴1 𝐴2 𝐴3

第四节概率论基础 2.4.2 基本概率法则
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• 假设事件 𝐴 包含样本空间 𝑆 中 𝑘 个基本结果 𝑠1, ⋯ , 𝑠𝑘, 则𝑃(𝐴) = ∑𝑖=1𝑘 𝑃 𝑠𝑖 ，

• 若 𝑆 共包含 𝑛 个基本结果 𝑠1, ⋯ , 𝑠𝑛, 且这些基本结果出现的概

率相同, 则有 𝑃 𝑠𝑖 = 1𝑛 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛

➢ 问题

如何计算事件 𝐴 的概率？

CONTINUE

第五节计数方法
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• 此外，假设事件 𝐴 包含 𝑘 个基本结果，则有𝑃(𝐴) = 𝑘𝑛
• 因此, 在 𝑆 中每个基本结果具有相同概率的情况下, 事件 𝐴 概

率的计算可简化为分别计算事件 𝐴 和样本空间 𝑆 中基本结果

的数目。

第五节计数方法
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定理 2.8 [计数基本定理 (Fundamental Theorem of Counting)]

若随机试验包含 𝑘 项不同任务, 其中第 𝑖 项任务有 𝑛𝑖 种实现方

法, 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑘, 则整个工作有 𝑛1 × 𝑛2 ×⋯× 𝑛𝑘 = Π𝑖=1𝑘 𝑛𝑖 种

完成方式。

第五节计数方法
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• 假设从 {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} 这 4 个英文字母中选取 2 个字母并排序，

每次排序时每个字母最多只能出现一次。

• 有多少种不同的排列方式呢？

◼ 解：共计 12 种排列方式：𝐴𝐵, 𝐵𝐴, 𝐴𝐶, 𝐶𝐴, 𝐴𝐷, 𝐷𝐴, 𝐵𝐶, 𝐶𝐵, 𝐵𝐷, 𝐷𝐵, 𝐶𝐷, 𝐷𝐶

例 2.23

第五节计数方法 2.5.1 排列

排列 (Permutation)
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从 26 个英文字母中选 20 个字母并排序，每次排序时每个字母

最多只能出现一次，共有多少种不同排列方法呢？

例 2.24

➢ 假设有 𝑥 个盒子排列成一行，并有 𝑛 件不同物品，其中𝑥 ≤ 𝑛。将从 𝑛 件物品中选 𝑥 件分别装入 𝑥 个盒子中。每

件物品在每次排列中最多只用一次 (不放回)。如此可得到

多少不同的排列方式呢？即，从 𝑛 件物品挑出 𝑥 件分别装

入到 𝑥 个盒子中，共有多少种排列方式？

◼ 解：首先考察一般化问题：

CONTINUE

第五节计数方法 2.5.1 排列
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➢ 第一，将物品装入第 1 个盒子有几种不同方法？

※ 因有 𝑛 件不同物品可供选择，故有 𝑛 种方法。

➢ 第二，假设已将一件物品装入第 1 个盒子，则剩下 𝑛 − 1 件物

品且其中每一件都可装入第 2 个盒子。故有 𝑛 − 1 种方法装入

第 2 个盒子。

※ 因此共有 𝑛(𝑛 − 1) 种方法在前 2 个盒子中放置物品。

➢ 第三，假设已在前两个盒子中装入物品，则剩下 𝑛 − 2 种方法

将物品装入第 3 个盒子。

※ 因此，共有 𝑛 (𝑛 − 1)(𝑛 − 2) 种方法将物品装入前 3 个盒子。

…… CONTINUE

第五节计数方法 2.5.1 排列
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➢ 对最后一个盒子 (第 𝑥 个盒子) ，因已将 𝑥 − 1 件物品装入

前 𝑥 − 1 个盒子，则剩余 𝑛 − (𝑥 − 1) 件物品，故有 𝑛 −(𝑥 − 1) 种方法将一件物品装入最后一个盒子。

➢ 综上, 从 𝑛 件物品中按照不同次序选取 𝑥 件所有可能的排列

方式总数为𝑃𝑛𝑥 = 𝑛!(𝑛 − 𝑥)! = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)⋯ [𝑛 − (𝑥 − 1)]
➢ 𝑘! 称为 𝑘 的阶乘 (𝑘 factorial)，一般约定 0! = 1。𝑘! = 𝑘 × (𝑘 − 1) × (𝑘 − 2) × ⋯× 2 × 1

CONTINUE

第五节计数方法 2.5.1 排列
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• 因此，用排列公式验证例 2.23 的结果，若 𝑛 = 4, 𝑥 = 2，
则 𝑃𝑛𝑥 = 𝑃42 = 4!(4 − 2)! = 12

• 同样可计算出例 2.24 的结果，此时 𝑛 = 26, 𝑥 = 20，则

𝑃𝑛𝑥 = 26!(26 − 20)! = 26!6!

第五节计数方法 2.5.1 排列
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例 2.25

• 某精品店共有 6 个销售代表，实行以下销售激励计划。

✓ 当年业绩最好的销售代表将获得来年到夏威夷度假奖励，

✓ 位列第二者将获得赴拉斯维加斯度假的机会。

✓ 其他销售代表则必须参加概率论与数理统计学的学习。

• 总共有多少种不同的可能结果？

第五节计数方法 2.5.1 排列
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◼ 解：这里需要考虑顺序，因为谁到夏威夷，谁去拉斯维加斯，

将产生不同的结果。

因此，采用排列计算，其中 𝑛 = 6, 𝑥 = 2，得𝑃𝑛𝑥 = 𝑃62 = 6!(6 − 2)! = 30

第五节计数方法 2.5.1 排列
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例 2.26 [生日问题]

某班级共有 𝑘 名学生， 2 ≤ 𝑘 ≤ 365。问至少有两名学生的

生日在同一天的概率为多大？(不必同一年)。此外，还做如下

假设：

 班里没有双胞胎；

 对于该班任何一个学生而言，一年 365 天中每一天是其生

日的可能性相同；

 2 月 29 日出生者的生日将视为 3 月 1 日。

第五节计数方法 2.5.1 排列
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◼ 解：

➢ 首先，全班 𝑘 名学生生日的各种可能性共计多少？共有365𝑘 = 365 × 365 × ⋯× 365𝑘
其中每名学生的生日有 365 种可能的选择。

➢ 其次，令事件 𝐴 代表至少两名学生生日相同，则其补集 𝐴𝑐
即为全部 𝑘 名学生的生日都不相同。

CONTINUE

第五节计数方法 2.5.1 排列
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➢ 𝑘 名学生的生日都不同的各种可能性共有多少种呢？从 365

天中选出 𝑘 天，排列计算的结果为：365!/(365 − 𝑘)!
➢ 则 𝑃 𝐴 = 1 − 𝑃 𝐴𝑐

= 1 − 365!/(365 − 𝑘)!365!
➢ 对于不同的班级规模，至少两人生日相同的概率如下表：𝑘 20 30 40 50𝑃(𝐴) 0.411 0.706 0.891 0.970

第五节计数方法 2.5.1 排列
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◼ 解： 共有 6 个包含 2 个不同字母的集合：{𝐴, 𝐵}, {𝐴, 𝐶}, {𝐴, 𝐷}, {𝐵, 𝐶}, {𝐵, 𝐷}, {𝐶, 𝐷}

例 2.27

• 假设从 4 个英文字母 {𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷} 中选 2 个字母，但不排序，

每个字母在每种选择中最多只出现一次。换言之，每次选择

两个不同的字母，但不管其顺序。

• 如此有多少种不同的选择方式呢？

第五节计数方法 2.5.2 组合

组合 (Combinations)
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◆问题
考虑从 𝑛 种物品中选择 𝑥 件，但并不管 𝑥 件物品的排列顺

序。这里，一件物品在每次选取中不能重复出现。如此共有

多少选择 𝑥 种物品的方式？

◼ 考虑下列基本公式:

从 𝑛 件物品中取 𝑥 件并排序而获得的排列总数

= 从 𝑛 件物品中选取 𝑥 件物品但不排序而获得的组合总数

× 对 𝑥 件物品排序的排列总数

CONTINUE

第五节计数方法 2.5.2 组合
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➢ 首先, 𝑛 件物品中选取 𝑥 件并将其按顺序排列可获得 𝑛!/(𝑛 −𝑥)! 种有序序列。

➢ 其次, 对于 𝑥 件物品, 有 𝑥! 种不同的排列顺序。

➢ 因此, 从 𝑛 个物品中选取 𝑥 个物品但不考虑排序的组合总数为

𝐶𝑛𝑥 = 𝑛𝑥 = 𝑃𝑛𝑥𝑥! = 𝑛!𝑥! (𝑛 − 𝑥)!
这个数目称为组合数目。

第五节计数方法 2.5.2 组合
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◼ 解：我们不关心谁在哪个具体职位上，故不考虑顺序问题。

(1) 从 8 名候选人中选取 4 名的可能组合数为

𝐶84 = 8!4! 4! = 70

例 2.28

某人事主管有 8 名候选人填补 4 个空缺职位。8 名候选人中有

5 名男性，3 名女性。若候选人的任意组合有均等概率被选中，

那么所有女性候选者都没有被雇用的概率有多大？

CONTINUE

第五节计数方法 2.5.2 组合
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(2) 若所有女性候选人都没有被雇用，那么应聘成功的 4 人必

然都来自 5 名男性候选人。从 5 名男性候选人中选出 4 人的可

能组合数为 𝐶54𝐶30 = 5!4! 1! = 5
因此，女性候选人都没有被雇用的概率为

𝑃(𝐴) = 𝐶54𝐶30𝐶84 = 114

第五节计数方法 2.5.2 组合



第二章概率论基础概率论与统计学 2024-12-30 72

例 2.32

美国参议院的参议员来自全美 50 个州，每个州有 2 名参议员。

(1) 若随机选取 8 名参议员组成一个委员会，那么该委员会至

少有一名参议员来自纽约州的概率是多少？

(2) 若随机选取 50 名参议员组成一个委员会，那么每个州都

有一位参议员入选的概率是多少？

第五节计数方法 2.5.2 组合
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◼ 解 (1) 

a) 有多少种方式组成 8 人委员会？共计 𝐶1008 种。

b) 令 𝐴 表示纽约州的 2 名参议员中至少有 1 人被选中这一

事件, 那么 𝐴𝑐 则表示纽约州的参议员无人被选中。8 人委

员会不包括纽约州参议员的组合方式有多少？共计 𝐶988 种。

故 8 人委员会至少包括一名纽约州参议员的概率为𝑃(𝐴) = 1 − 𝑃 𝐴𝑐= 1 − 𝐶988𝐶1008
CONTINUE

第五节计数方法 2.5.2 组合
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◼ 解 (2) 

a) 选取一个由 50 名参议员组成的委员会有多少种不同方式? 

共计 𝐶10050 种。

b) 若该委员会包括来自每个州的一名参议员，那么每个州都

有 2 种可能的选择。因此, 从每个州选取 1 名参议员的方

法总数为 250 = 2 × 2 ×⋯× 250
则有 50 名议员构成的委员会包括每个州的一名参议员的概率为𝑃(𝐴) = 250𝐶10050

第五节计数方法 2.5.2 组合
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例 2.34

假设独立抛掷 10 次一枚质地均匀的硬币。

(1) 恰好 3 次正面朝上的概率是多少？

(2) 最多 3 次正面朝上的概率是多少？

第五节计数方法 2.5.2 组合
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◼ 解（1）

➢ 抛掷 10 次硬币共有多少种可能的结果？共可获得 210 种可

能的结果。

➢ 恰好 3 次正面朝上的可能方式有多少种？因任意两次抛掷

若都出现正面，则两个正面无法区分而不能排序，故采用

组合的计数方法。因此，共有 𝐶103 = 120种不同的方法。

➢ 由此可得 𝑃(3 次正面朝上 ) = 120210 ≈ 0.1172
CONTINUE

第五节计数方法 2.5.2 组合
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◼ 解 (2) 𝑃(至多 3 次正面朝上) = 𝑃(0 次正面朝上 ) + 𝑃(1 次正面朝上)+𝑃(2 次正面朝上 ) + 𝑃(3 次正面朝上)= 176210 ≈ 0.1719

第五节计数方法 2.5.2 组合
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例 2.36

若从 𝑛 个元素中随机选取 𝑟 个。对于下述各种情况，分别有

多少种抽取方式？

(1) 有排序，不放回的随机抽样；

(2) 无排序，不放回的随机抽样；

(3) 有排序，放回的随机抽样；

(4) 无排序，放回的随机抽样。

第五节计数方法 2.5.2 组合
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(1) 𝑃𝑛𝑟 = 𝑛!(𝑛−𝑟)! (2) 𝐶𝑛𝑟 = 𝑃𝑛𝑟𝑟! = 𝑛!𝑟!(𝑛−𝑟)!
(3) 𝑛𝑟 (4) 𝐶𝑟+𝑛−1𝑟

◼ 解: 

第五节计数方法 2.5.2 组合
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• 经济事件都是相互关联的。比如，经

济事件之间可能存在因果关系。例 :

收入增加会导致消费增加。这些关联

的存在，使得事件 𝐵 的发生可能包含

了事件 𝐴 发生的信息。

• 因此，如果获得事件 𝐵 的相关信息，就可更好地了解事件 𝐴
发生的可能性。

第六节条件概率
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• 令 𝐴 和 𝐵 为概率空间 (𝑆, 𝔹, 𝑃) 中的两个事件。则给定事件𝐵, 事件 𝐴发生的条件概率 𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) 定义为

𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)𝑃(𝐵)
其中假设 𝑃(𝐵) > 0。

• 类似地，给定事件 𝐴 ，事件 𝐵 发生的条件概率定义为

𝑃(𝐵 ∣ 𝐴) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)𝑃(𝐴)
其中假设 𝑃(𝐴) > 0。

定义 2.13 [条件概率 (Conditional Probability)]

第六节条件概率
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• 在维恩图中，条件概率 𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) 是事件 𝐴 在事件 𝐵 范围内所

占据的面积与事件 𝐵 的面积之比。所有事件发生的概率都是

参照其与 𝐵 的相对大小来计算，如下图所示。

• (𝑆 ∩ 𝐵,𝔹 ∩ 𝐵, 𝑃(⋅∣ 𝐵)) 构成了一个与条件概率函数 𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) 相

联系的概率空间。其中，𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) 满足所有定义在样本空间 B

上的概率法则。

✓ 例如，有 𝑃 𝐴𝑐 ∣ 𝐵 = 1 − 𝑃(𝐴 ∣ 𝐵)

第六节条件概率
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令 𝐴 和 𝐵 不相交且 𝑃(𝐵) > 0, 求 𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) 。

◼ 解: 已知 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0, 有

𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)𝑃(𝐵) = 0

例 2.40

第六节条件概率
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• 条件概率 𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) 描述了如何利用事件 𝐵 的信息预测事件 𝐴
的概率，即 𝐴 和 𝐵之间的预测关系 (predictive relationship)。

• 然而，即使事件 𝐵 的信息可用于预测事件 𝐴，条件概率并不

意味着存在从 𝐵 到 𝐴 的因果关系 (causal relationship)。

• 为了刻画因果关系，需要用到概率论与统计学以外的经济理

论。

第六节条件概率
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引理 2.2 [乘法法则 (Multiplication Rules)]

(1) 若 𝑃(𝐵) > 0, 则 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴 ∣ 𝐵)𝑃(𝐵);
(2) 若 𝑃(𝐴) > 0, 则 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐵 ∣ 𝐴)𝑃(𝐴)。
以上公式可用于计算事件 𝐴 和 𝐵 的联合概率 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)。

第六节条件概率
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假设 𝐴𝑖 ∈ 𝔹, 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛 是 𝑛 个事件的序列。则这 𝑛 个事件的

联合概率为 𝑃 𝑖=1𝑛ځ 𝐴𝑖 = ς𝑖=1𝑛 𝑃 𝐴𝑖 ∣ 𝑗=1𝑖−1ځ 𝐴𝑗 ，

按照惯例，常记 𝑃 𝐴1 ∣∩𝑗=10 𝐴𝑗 = 𝑃 𝐴1 。

定理 2.9 

第六节条件概率
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对 𝑛 = 3, 有𝑃 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ 𝐴3 = 𝑃 𝐴3 ∣ 𝐴2 ∩ 𝐴1 𝑃 𝐴2 ∣ 𝐴1 𝑃 𝐴1
例 2.42 [联合概率的计算]

• 事实上, 有 𝑛! 种不同的条件序列可表示联合概率 𝑃 ∩𝑖=1𝑛 𝐴𝑖 ,

上述定理只是其中一种。

• 但是，在时间序列分析中，若 𝑖 表示时间，则事件 𝐴𝑖 基于∩𝑗=1𝑖−1 𝐴𝑗 的条件概率 𝑃 𝐴𝑖| ∩𝑗=1𝑖−1 𝐴𝑗 有合乎逻辑的解释，即以𝑖 − 1 期可获取的历史信息预测下一期事件 𝐴𝑖 发生的概率。

第六节条件概率
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定理 2.10 [全概率公式 (Rule of Total Probability)]

令 𝐴𝑖 ∈ 𝔹 𝑖=1∞ 为样本空间 𝑆 的一个划分 (即互斥且完全穷尽),

满足 𝑃 𝐴𝑖 > 0, 𝑖 ≥ 1 。则对 𝜎 域 𝔹 中的任意事件 𝐴, 有𝑃(𝐴) = ∑𝑖=1∞ 𝑃 𝐴 ∣ 𝐴𝑖 𝑃 𝐴𝑖
◼ 证明: 

定理 2.6 已证 𝑃(𝐴) = ∑𝑖=1∞ 𝑃 𝐴 ∩ 𝐴𝑖 ，

根据乘法法则 𝑃 𝐴 ∩ 𝐴𝑖 = 𝑃 𝐴 ∣ 𝐴𝑖 𝑃 𝐴𝑖 即可获得上述结果。

第六节条件概率
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• 全概率公式表明，若事件 𝐴 可被划分为一个互斥子事件

的集合，则事件 𝐴 的概率即等于 𝐴 所包含的这些互斥子

事件的概率之和。

第六节条件概率
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定理 2.11 [贝叶斯定理 (Bayes’ Theorem)]

假设两个事件 𝐴 和 𝐵 满足 𝑃(𝐴) > 0, 𝑃(𝐵) > 0, 则

𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) = 𝑃(𝐵 ∣ 𝐴)𝑃(𝐴)𝑃(𝐵 ∣ 𝐴)𝑃(𝐴) + 𝑃 𝐵 ∣ 𝐴𝑐 𝑃 𝐴𝑐
当事件 𝐵 发生后，事件 𝐴 发生的先验概率也将随之修正。

✓ 𝑃(𝐴) 是在获得 𝐵 的信息之前关于 𝐴 的概率，称

为“先验”概率。

✓ 𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) 反映了获得事件 𝐵 发生的相关信息后，

对事件 𝐴发生概率的修正，称为“后验”概率。

第七节贝叶斯定理
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定理 2.12 [贝叶斯定理的另一种表述]

假定 𝐴1, ⋯ , 𝐴𝑛 是样本空间 𝑆 的 𝑛 个互斥且完全穷尽事件，并且

事件 𝐵 满足 𝑃(𝐵) > 0 。则事件 𝐴𝑖 基于 𝐵 的条件概率是

𝑃 𝐴𝑖 ∣ 𝐵 = 𝑃 𝐵 ∣ 𝐴𝑖 𝑃 𝐴𝑖∑𝑗=1𝑛 𝑃 𝐵 ∣ 𝐴𝑗 𝑃 𝐴𝑗 , 𝑖 = 1,⋯ , 𝑛

第七节贝叶斯定理
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◼ 证明： 根据条件概率定义和乘法法则，有𝑃 𝐴𝑖 ∣ 𝐵 = 𝑃 𝐴𝑖 ∩ 𝐵𝑃(𝐵)= 𝑃 𝐵 ∣ 𝐴𝑖 𝑃 𝐴𝑖𝑃(𝐵)
由于 𝐴𝑖 𝑖=1𝑛 互斥且完全穷尽, 根据全概率公式, 有𝑃(𝐵) = ∑𝑗=1𝑛 𝑃 𝐵 ∩ 𝐴𝑗 ,= ∑𝑗=1𝑛 𝑃 𝐵 ∣ 𝐴𝑗 𝑃 𝐴𝑗 ,

证毕。

第七节贝叶斯定理
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例 2.45 [如何决定汽车保费？]

• 假设某汽车保险公司有三类客户——高、中和低风险客户。

✓ 从该公司的客户历史数据来看，25%的客户属于高风险，

25%属于中风险，50%属于低风险。

✓ 同时，一年中客户至少一次因超速行驶被开罚单的比率分

别是：高风险者 25%，中风险者 16%，低风险者 10%。

• 现假设某新客户想购买车险，并报告其今年已有一次超速行

驶罚单。问该新客属于高风险客户的概率是多少？
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◼ 解：由于客户的风险等级将影响到保费收取的额度，车险公司

需要判断新客户是否属于高风险客户。定义事件

✓ 𝐻 = {高风险客户},

✓ 𝑀 = {中度风险客户}, 

✓ 𝐿 = {低风险客户}, 

✓ 𝐵 = {客户收到至少一次超速罚单}。

则 𝑃 𝐻 = 0.25, 𝑃 𝑀 = 0.25, 𝑃(𝐿) = 0.5𝑃 𝐵 𝐻 = 0.25, 𝑃 𝐵 𝑀 = 0.16, 𝑃(𝐵 ∣ 𝐿) = 0.1
CONTINUE
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根据贝叶斯定理，有

𝑃(𝐻 ∣ 𝐵) = 𝑃(𝐵 ∣ 𝐻)𝑃(𝐻)𝑃(𝐵)= 𝑃(𝐵 ∣ 𝐻)𝑃(𝐻)𝑃(𝐵 ∣ 𝐻)𝑃(𝐻) + 𝑃(𝐵 ∣ 𝑀)𝑃(𝑀) + 𝑃(𝐵 ∣ 𝐿)𝑃(𝐿)≈ 0.41
若新客户未曾报告超速罚单的信息，汽车保

险公司基于其客户历史信息数据库只能获得

对新客户的先验概率 𝑃(𝐻) = 0.25。
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例 2.47 [股票分析师对投资者有帮助吗？]

• 数据显示，去年某股票交易所 25% 的股票表现良好，25%

表现较差，余下 50% 表现一般。

• 此外，表现良好的股票中有 40% 在去年年初被某分析师推

荐购买，表现一般的股票中有 20% 被推荐购买，表现较差

的股票中也有 10% 被推荐购买。

• 请问今年年初被该分析师推荐购买的某支股票在今年跑赢大

市的概率有多大？
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◼ 解：定义事件:

✓ 𝐵 = { 被分析师推荐购买的股票 }
✓ 𝐴1 = { 某支股票收益好于市场平均水平 }
✓ 𝐴2 = { 某支股票效益与市场平均水平一样 }
✓ 𝐴3 = { 某支股票收益差于市场平均水平 }
则 𝑃 𝐴1 = 0.25, 𝑃 𝐴2 = 0.5, 𝑃 𝐴3 = 0.25𝑃 𝐵 ∣ 𝐴1 = 0.4, 𝑃 𝐵 ∣ 𝐴2 = 0.2, 𝑃 𝐵 ∣ 𝐴3 = 0.1

CONTINUE
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根据贝叶斯定理, 有𝑃 𝐴1 ∣ 𝐵 = 𝑃 𝐵 ∣ 𝐴1 𝑃 𝐴1∑𝑖=13 𝑃 𝐵 ∣ 𝐴𝑖 𝑃 𝐴𝑖= 0.4 × 0.250.4 × 0.25 + 0.2 × 0.50 + 0.1 × 0.25
• 若没有股票分析师的推荐，投资者基于股票市

场历史数据仅能形成先验概率 𝑃 𝐴1 = 0.25。
• 经分析师推荐 (即事件 B ) 之后，投资者将概率

修正为 𝑃 𝐴1 ∣ 𝐵 ≈ 0.444。

第七节贝叶斯定理
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定义 2.14 [独立性 (Independence)]

若事件 𝐴 和 𝐵 满足 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) , 则称其为独立事件。

• 独立事件也常称为统计意义上的独立、随机意

义上的独立或在概率意义上独立。在绝大多数

不引起歧义的情形下，通常直接称之“独立”。

• 独立是一个概率概念，用于描述两事件之间不

存在任何关联。
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◆问题 2.4

独立性含义是什么？

• 假设 𝑃(𝐵)> 0。根据独立性的定义，有

𝑃(𝐴 ∣ 𝐵) = 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵)𝑃(𝐵) = 𝑃(𝐴)
由于事件 𝐵 发生与否不会影响 𝐴 发生的概率，所以 𝐵 的

信息无法帮助预测事件 𝐴 发生的概率。

• 独立意味着 𝐴 和 𝐵 没有关联, 即二者间不存在任何关系, 

尤其不存在因果关系。

第八节独立性



第二章概率论基础概率论与统计学 2024-12-30 104

令 𝐴 = {厦门地区下雨}， 𝐵 = {上证 180 价格指数上涨}。这

两个事件应该是独立的。尽管厦门天气与上证 180 价格指数

变动可能相互独立，但是一些实证证据表明，天气与股票收

益相关，因为天气可能影响投资者的心情或情绪。

例 2.48
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• 令 𝐴 = {油价上涨}， 𝐵 = {产出的增速放缓}。

• 一般情况下，油价上涨导致生产成本增加，生产增速放缓。

因此，这两个事件并不相互独立。

例 2.49
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• 令 𝐴 = {通胀率上升}， 𝐵 = {失业率下降}。

• 一般情况下，经济扩张时，通胀率上升，失业率下降；经济

不景气时，通胀率下降，失业率上升。

• 因此，这两个事件并不相互独立。

例 2.50 [菲利普斯曲线 (Phillips Curve)]
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◆问题
为何独立性概念在经济学和金融学十分重要？

第八节独立性
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例 2.51 [随机游走假说 (Fama 1970)]

若第 𝑡 期某股票价格 𝑃𝑡 满足𝑃𝑡 = 𝑃𝑡−1 + 𝑋𝑡, 
其中 𝑋𝑡 跨期独立，则称其服从随机游走。

此处 𝑋𝑡 = 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−1 是从第 𝑡 − 1 期到第 𝑡 期的股票价格变化。

随机游走的醉汉
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• 若股票价格 𝑃𝑡 满足ln𝑃𝑡 = ln𝑃𝑡−1 + 𝑋𝑡
其中 𝑋𝑡 跨期独立, 则称其服从几何随机游走。此处股票对

数收益率 𝑋𝑡 = ln 𝑃𝑡/𝑃𝑡−1= ln 1 + 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−1𝑃𝑡−1≃ 𝑃𝑡 − 𝑃𝑡−1𝑃𝑡−1
• 因此，𝑋𝑡 可解释为股票价格的相对变化率。

例 [几何随机游走假说]
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例 [几何随机游走假说]

• 随机游走假说最重要的意义在于：若 {𝑋𝑡} 在不同时期相互独立，则

未来股票市场的价格变化 𝑋𝑡 将与过去的股票价格变化无关，因而

无法用股票价格的历史信息预测将来股票收益率。

• 这种情况下，股票市场被称为关于历史信息是有效的。
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• 两个独立事件 𝐴 和 𝐵 可能互斥吗？

• 两个互斥事件 𝐴 和 𝐵 可能独立吗？

例 2.54
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➢ 若 𝐴 和 𝐵 独立, 且 𝑃(𝐴) > 0, 𝑃(𝐵) > 0, 则𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵) > 0
因此，若 𝐴 和 𝐵 独立，它们不可能互斥。

➢ 另一方面，若 𝐴 和 𝐵互斥（即 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 0），则它们不

可能独立。

◼ 解: 情形1 

CONTINUE
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➢ 假设 𝑃 𝐴 = 0或 𝑃 𝐵 = 0。

◆若 𝐴 和 𝐵 是独立事件，则 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 = 0
这意味着 𝐴 和 𝐵 互斥。

◆另一方面，若 𝐴 和 𝐵 互斥，它们也是相互独立的。

➢ 当 𝑃 𝐴 > 0 和 𝑃 𝐵 > 0 时，独立事件不可能互斥。这

意味着两个相互独立的事件包含有共同的基本结果，故

可能同时发生。

◼ 解: 情形2
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定理 2.13

令 𝐴 和 𝐵 为两个独立事件。则

(1) 𝐴 和 𝐵𝑐 相互独立;

(2) 𝐴𝑐 和 𝐵 相互独立;

(3) 𝐴𝑐 和 𝐵𝑐 相互独立。
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◼ 证明 (1) : 

若 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵𝑐 = 𝑃(𝐴)𝑃 𝐵𝑐 , 则 𝐴 和 𝐵𝑐 相互独立。

因 (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ 𝐴 ∩ 𝐵𝑐 = 𝐴, 有𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) + 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵𝑐 = 𝑃(𝐴)
根据乘法法则可知𝑃 𝐴 ∩ 𝐵𝑐 = 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)= 𝑃(𝐴) − 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵)= 𝑃(𝐴)[1 − 𝑃(𝐵)]= 𝑃(𝐴)𝑃 𝐵𝑐

CONTINUE
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◼ 证明 (2): 

由对称性和（1）的证明结果可得。

◼ 证明 (3): 

根据 𝐴 ∩ 𝐵𝑐 ∪ 𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐 = 𝐵𝑐, 有𝑃 𝐴 ∩ 𝐵𝑐 + 𝑃 𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐 = 𝑃 𝐵𝑐
从而有 𝑃 𝐴𝑐 ∩ 𝐵𝑐 = 𝑃 𝐵𝑐 − 𝑃 𝐴 ∩ 𝐵𝑐= 𝑃 𝐵𝑐 − 𝑃(𝐴)𝑃 𝐵𝑐= 𝑃 𝐴𝑐 𝑃 𝐵𝑐
证毕。
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定义 2.15 [多个事件的独立性
(Independence Among Several Events)]

对 𝑘 个事件 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑘, 若其中任意 𝑗 个事件 (𝑗 = 2,3,⋯ , 𝑘)
的每个可能子集 𝐴𝑖1, ⋯ , 𝐴𝑖𝑗 均满足𝑃 𝐴𝑖1 ∩⋯∩ 𝐴𝑖𝑗 = 𝑃 𝐴𝑖1 ×⋯× 𝑃 𝐴𝑖𝑗
则称 𝑘 个事件 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑘 是相互独立的。
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• 若任何子集的联合概率等于子集内所有事件的概率的乘积，

那么所有 𝑘 个事件相互独立。共需要 2𝑘 − 1 − 𝑘 个条件来

描述 𝑘 个事件之间的独立性

➢ 因为 ∑𝑗=0𝑘 𝑘𝑗 = 2𝑘, 𝑘0 = 1, 𝑘1 = 𝑘。

➢ 例如, 当且仅当如下 23 − 1 − 3 = 4 个如下条件满足时,

三个事件 𝐴, 𝐵 和 𝐶 相互独立:𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵)𝑃(𝐴 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐶)𝑃(𝐵 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐵)𝑃(𝐶)𝑃(𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶) = 𝑃(𝐴)𝑃(𝐵)𝑃(𝐶)
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例 2.56 [中秋博饼]

在福建闽南地区，有一种欢庆中秋佳节的传统活动称为博饼游

戏。假设两个朋友玩这个游戏。平均而言，两人需要掷多少轮

博饼才能产生一个“状元”呢？

所谓博饼，是一种掷 6 个骰子的游戏。若某参

赛者所掷得的 6 个骰子中至少 4 个骰子同时出

现数字 4，则此人将是获胜者，称为“状元”。

若至少 2 个参赛者有 4 个骰子出现数字 4，则

看剩下两个骰子的总数，谁的数字大谁就获胜。
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• 政策的互补性：在经济增长和经济发展领域，许多研究发现

一项经济政策往往需要另一项或多项经济政策配套才能共同

促进经济增长。

• 对转型经济，单独一项改革可能不会达到预期效果，甚至适

得其反。经济政策必须配套实施才能达到预想效果。

✓ 比如，为了提高企业生产率 (𝐴1)，在更换经理 (𝐴2) 的同

时必须给予企业自主权 (𝐴3)，否则可能会出现“巧妇难为

无米之炊”的现象。

例 2.59 [经济政策的互补性]
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本章奠定了概率论的基础。

首先，用概率空间 (𝑆, 𝔹, 𝑃) 刻画随机试验。在此基础上，

分别用相对频率和主观概率对概率给予解释。对任意一个

可测空间 (𝑆, 𝔹)，可定义多个概率函数。

进一步地，讨论了概率函数的性质和若干重要计数方法，

这些方法有助于计算经济学家所关心的重要经济事件的

概率。
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接着，引入了条件概率函数的概念描述两个或两个以上经

济事件之间的预测关系，并且讨论了著名的贝叶斯定理。

最后，介绍了独立性的概念及其在经济学和金融学领域的

一些应用。
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