
第十章 率失真理论

 由实际生活经验我们知道，一般人们并不要求
完全无失真地恢复消息。对人的心理视觉研究
表明，人们在观察图像时主要是寻找某些比较
明显的目标特征，而不是定量地分析图像中每
个像素的亮度，或者至少不是对每个像素都等
同地分析。例如观看一段视频或观察一幅图像，
人们可能会关注其主要情节，对视频或图像中
的细节并不是那么注意，此时便允许视频或图
像有一定程度的失真。
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第十章 率失真理论

 描述一个任意的实数需要无穷比特。

 对连续随机变量的有限表示不可能完美。

 失真度量：随机变量和它的表示之间的距离的
度量。

 率失真理论的基本问题：对于一个给定的信源
分布与失真度量，在特定的码率下，可达到的
最小期望失真是多少？

 率失真理论是进行量化、数模转换、频带压缩
和数据压缩的理论基础。
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量化



 X的表示（再生点） ：R比特

 失真度量：
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量化

 Lloyd算法：量化的迭代算法

 基于某个再生点集合，找到最优的再生区域
集（在失真度量下的最邻近的区域）

 确定这些区域的相应最优再生点

 n个独立同分布的随机变量集合

 可用nR比特表示

 使用一个nR比特的序列来表示联合的n元随
机变量，要优于使用n个R比特的序列来分别
表示n个随机变量。
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率失真理论模型

 信源：

 编码：

 译码：
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失真度量

 失真函数(distortion function)或失真度量
(distortion measure)：信源字母表与再生字
母表的乘积空间到非负实数集的映射

 汉明（误差概率）失真：

 平方误差失真：

 称失真度量是有界的：失真的最大值有限
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失真度量

 失真函数 是人为地规定的，给出其
规定时应该考虑解决问题的需要以及失真
可能引起的损失、风险和主观上感觉的差
别等因素。

 是一个随机变量，它应该与信源分
布函数有关，因此有必要找出在统计平均
意义上信道每传送一个符号所引起失真的
大小。
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率失真码

 序列间的失真：

 率失真码包括一编码函数

和一个译码（再生）函数

该率失真码的失真定义为
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率失真函数和失真率函数

 称率失真对(R, D)是可达的，若存在一个 率失真
码序列 ，满足

 全体可达率失真对(R, D)所成的集合闭包称为信源的率
失真区域

 对于给定的失真D，满足(R, D)包含于信源的率失真区
域中的所有码率R的下确界称为率失真函数（rate 
distortion function）R(D)

 对于给定的码率R，满足(R, D)包含于信源的率失真区
域中的所有失真D的下确界称为失真率函数
（distortion rate function）D(R)
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信息率失真函数

 信息率失真函数：

 对于独立同分布的信源X，若公共分布
为p(x)且失真函数 有界，那么其率失真
函数与对应的信息率失真函数相等。
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信息率失真函数

 信息率失真函数：

 对于独立同分布的信源X，若公共分布
为p(x)且失真函数 有界，那么其率失真
函数与对应的信息率失真函数相等。
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信息率失真函数的理论基础

 对于给定信源P(X)，互信息I(X;Y)是条件概率
P(Y|X)的凸函数

 也就是说，对于一个概率分布为P(X)的信源，总可
以找到某一个转移概率分布的虚拟信道，使平均交
互信息量达到最小值。

 这个最小值是P(X)的函数，体现了信源本身的特性

 这个性质是信息率失真函数的理论基础
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信息率失真函数的物理意义

 信息率失真函数是在给定失真的前提下，信宿必须获得
的平均信息量的最小值，是信源必须输出的最小信息率。

 信息传输速率本质上是描述信源特性的，因此R(D)也
应该是仅仅用于描述信源。

 若信源消息经无失真编码后的信息传输速率为R，则在
保真度准则下信源编码输出的信息率就是R(D)，且
R(D) < R

 在保真度准则条件下的信源编码比无失真情况得到了压
缩，同时R(D)是保真度条件下对信源进行压缩的极限
值，亦即信源信息率可压缩的最低限度，它仅取决于信
源特性和保真度要求，与信道特性无关。
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信息率失真函数与信道容量的比较

 信道容量定义为 。它表示信道的最大传输
能力，反映的是信道本身的特性，应该与信源无关。但
平均互信息量与信源的特性有关，为排除信源特性对信
道容量的影响，在所有的信源中以那个能够使平均互信
息量达到最大的信源为参考，从而使信道容量仅与信道
特性有关，信道不同，C亦不同。

 信息率失真函数

它与信道无关。为此在所有信道中以能够使平均互信息
量达到最小的信道为参考，从而使信息率失真函数仅与
信源特性有关，信源不同，R(D)亦不同。
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引入率失真函数与信道容量的目的

 引入C, 是为了解决在所用信道中传送的最大信息量到
底有多大的问题，它给出了信道可能传输的最大信息量，
是无差错传输的上限。引入C能够为信道编码服务，或
者说为提高通信的可靠性服务。

 引入R(D)，是为了解决在允许失真度D条件下，信源
编码到底能压缩到什么程度的问题，它给出了保真度条
件下信源信息率可被压缩的最低限度，引入它能够为信
源的压缩编码服务，或者说是为提高通信的有效性服务。
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二元信源的率失真函数

 Bernoulli(p)信源在汉明失真度量下的
率失真函数为
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Bernoulli分布的熵

例
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二元信源的率失真函数
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高斯信源的率失真函数

 一个 信源在平方误差失真度量
下的率失真函数为
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高斯信源的率失真函数
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高斯信源的失真率函数

 失真率函数：

 1比特时的最佳期望平方误差：

 用1比特量化高斯信源

期望失真为
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并联高斯信源的率失真

 m个独立的正态随机信源

 信息率失真函数的定义

 率失真函数为：

选取 满足
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反注水法
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率失真定理的逆定理

 率失真函数R(D)是关于D的非增凸函数。

 率失真定理的逆定理：对于失真度
量 ，且i.i.d.服从p(x)的任何信源X，以
及失真小于D的任何一个 率失真码，码
率必定满足
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带失真的信源信道分离定理

 令 为有限个独立同分布
字母表的信源，编码为容量C的离散无记忆信
道中的n个输入字符序列 。而信道的输出
映射为重构字母表 。令

为由该组合信源与信道编码方案构成的平均失
真。该失真D可达当且仅当C>R(D)成立。
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失真典型序列

 失真典型序列：

 失真典型集：
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失真典型序列的性质

 设独立同分布的序列 ，则当
时，

 对任意 ，

 对 ，
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率失真函数的可达性

 率失真函数的可达性（香农第三定理，
有失真信源编码定理）：对于任意的D和任意
的R>R(D)，具有码率R和失真D的率失真码序
列存在。

 码簿的生成

 编码

 译码

 失真计算

 误差概率计算
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高斯信道信道编码定理的证明
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率失真函数的可达性

 香农第三定理仍然只是个存在性定理，至于最
佳编码方法如何寻找，定理中并没有给出，因
此有关理论的实际应用有待于进一步研究。

 如何计算符合实际信源的信息率失真函数R(D)?

 如何寻找最佳编码方法才能达到信息压缩的极限值
R(D)?

 这是该定理在实际应用中存在的两大问题，它们的
彻底解决还有赖于继续的努力。

 尽管如此，香农第三定理毕竞对最佳限失真信源编
码方法的存在给出了肯定的回答，它为今后人们在
该领域的不断深入探索提供了坚定的信心。
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信息的价值

 信息的客观评价：香农信息论的信息量；

 信息的主观评价：重要性因人而异；

 信息的价值评价：把平均失真理解为平均损失，
信息的获得->平均失真的减少->平均损失的减
少->信息价值的体现

 某工厂生产：合格品—x1，p(x1)=0.99

废 品—x2，p(x2)=0.01

检验：合格品—y1，合格品报废—损失1元

废 品—y2，废品出厂—损失100元

中国科学技术大学 刘斌 31《信息论基础》

例



信息的价值

模型：

1. 产品未经检验全部出厂：损失1元；

2. 产品未经检验全部报废：损失0.99元；

3. 检验完全正确：需要H(0.99)=0.081bit信息量，避免
了0.99元的损失，信息价值12.2元/bit；

4. 检验有一定误差(设错判概率为0.1)：需要0.025bit信
息量，避免了0.791元的损失，信息价值31.6元/bit

I(X;Y)=H(Y)-H(Y|X)=H(0.892)-H(0.9)=0.025

D=0.99*0.1*1+0.01*0.1*100=0.199
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